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内 容 简 介 


本 书 是 作者 多 年 来 在 北京 大 学 讲授 “同调 论 ” 课 程 
的 讲义 ,系统 地 讲述 了 同调 论 的 基本 理论 和 方法 。 

本 书 的 主线 是 奇异 同调 的 理论 框架 和 胞 腔 同调 的 
计算 方法 ,单纯 同调 作为 胞 腔 同 调 的 特殊 情形 来 处 理 。 
前 三 章 讲 加 法 结构 ,基本 上 采取 传统 的 讲法 。 第 四 章 讲 
乘法 结构 ,综合 了 奇异 同调 和 胞 腔 同 调 这 两 个 不 同 的 
角度 .第 正午 流 形 的 论述 比较 新 颖 ,在 胸腔 流 形 上 建立 
起 互相 对 你 的 对 偶 前 分 ,给 对 偶 定 理 提 供 了 清晰 的 几 
何 图 景 。 这 虽 是 古朴 的 思路 , 却 是 文献 中 所 未 见 的 。 

本 书 在 选材 上 注重 概念 方法、 结论. 应 用 ,充分 反 
映 同调 论 的 核心 内 容 ; 在 内 容 处 理 上 强调 几何 背景 , 举 
例 丰富 ,铭文 并 茂 ; 在 叙述 上 语言 精炼 而 清晰 易 懂 , 注 
意 各 章节 之 间 的 联系 呼应 ,便于 教学 与 自学 。 每 节 配 有 
适 基 的 习题 和 思考 题 , 以 帮助 读者 理解 和 人 掌握。 

本 情 可 作为 综合 大 学 、 高 等 师范 院 校 数学 系 研究 
生 、 高 个 级 大 学 生 的 教材 或 教学 参考 书 ,也 可 供 数 学 工 
作 玫 网 庶 。 
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作者 简介 


姜 伯 驹 男 ,1937 年 生 。 北京 大 学 数学 系 教 授 ， 
基础 数学 专业 博士 生 导 师 , 中 国 科学 院 院士 ,第 三 世 
界 科 学 院 院士 。 

姜 伯 驹 是 拓扑 学 家 ,主要 研究 领域 是 不 动 点 理 
论 和 低 维 拓扑 学 ,获得 了 一 系列 重要 成 果 。 曾 获 国 
家 自然 科学 三 等 奖 、 二 等 奖 ,陈省身 数学 奖 , 何 梁 何 
利 基金 科技 进步 奖 , 华 罗 庆 数学 奖 。 曾 任 中 国 数学 
会 教育 工作 委员 会 主任 ,北京 大 学 数学 科学 学 院 院 
长 ,教育 部 理科 数学 与 力学 教学 指导 委员 会 主任 等 

除数 学 论文 外 ,有 专著 《尼尔森 不 动 点 理论 讲 
座 》 科 普 书 《一 笔画 和 邮递 路线 问题 》《 绳 圈 的 数 
学 》。 曾 参与 合 编 教 材 《解析 几何 》 合 译 教材 (同调 论 
(上 )》。 
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序 言 


自 1995 年 以 来 ,在 姜 伯 驹 院士 的 主持 下 ,北京 大 学 数学 科学 
学 院 根据 国际 数学 发 展 的 要 求 和 北京 大 学 数学 教育 的 实际 ,创造 
性 地 贯彻 教育 部 “加 强 基 础 ， 淡 化 专业 ， 因 材 施 教 ， 分 流 培 养 ” 
的 办 学 方针 , 全 面 发挥 我 院 学 科 门 类 齐全 和 师资 力量 雄厚 的 综合 
优势 ， 在 培养 模式 的 转变 、 教 学 计划 的 修订 、 教 学 内 容 与 方法 的 
草 新 ， 以 及 教材 建设 等 方面 进行 了 全 方位 、 大 力度 的 改革 ， 取 得 
了 显著 的 成 效 . 2001 年 ， 北 京 大 学 数学 科学 学 院 的 这 项 改革 成 
果 荣 获 全 国教 学 成 果 特 等 奖 ， 在 国内 外 产生 很 大 反响 ， 

在 本 科教 育 改革 方面 , 我们 按照 加 强 基础 、 淡 化 专业 的 要 求 ， 
对 教学 各 主要 环节 进行 了 调整 , 使 数学 科学 学 院 的 全 体 学 生 在 数 
学 分 析 、 高 等 代数 、 几何 学 、 计 算 机 等 主干 基础 课程 上 , 接受 学 时 
充分 、 强 度 足 够 的 严格 训练 ， 在 对 学 生 分 流 培 养 阶段 ， 我 们 在 课 
程 内 容 上 坚决 贯彻 “ 少 而 精 ”的 原则 ， 大 力 压缩 后 续 课 程 中 多 年 
逐步 形成 的 过 罕 、 过 深 和 过 党 的 教学 内 容 ， 为 新 的 培养 方向 、 实 
践 性 教学 环节 ,以 及 为 培养 学 生 的 创新 能 力 所 进行 的 基础 科研 训 
练 争取 到 了 必要 的 学 时 和 空间 ,这样 既 使 学 生 打 下 宽广 、 坚 实 的 
基础 ， 又 充分 照顾 到 每 个 人 的 不 同 特 长 、 爱 好 和 发 展 取 向 ,与 上 
述 改 革 相 适应 ， 积 极 而 慎重 地 进行 教学 计划 的 修订 , 适当 压缩 党 
微 、 复 变 、 偏 微 、 实 变 、 微 分 几何 、 柚 象 代数 、 泛 函 分 析 等 后 续 
课程 的 周 学 时 . 并 增加 了 数学 模型 和 计算 机 的 相关 课程 ， 使 学 生 
有 更 大 的 选课 余地 . 

在 研究 生 教育 中 ,在 注重 专题 课程 的 同时 ,我们 制定 了 30 多 
门 研究 生 普 选 基础 课程 (其 中 数学 条 18 门 ), 重点 拓宽 学 生 的 专 
业 基 础 和 加 强 学 生 对 数学 整体 发 展 及 最 新 进展 的 了 解 ， 

教材 建设 是 教学 成 果 的 一 个 重要 体现 . 与 修订 的 教学 计划 相 
配合 , 我 们 进行 了 有 组 织 的 教材 建设 . 计划 自 1999 年 起 用 8 年 的 


ii 序言 


时 间 修 订 、 编 写 和 出 版 40 佘 种 教材 ， 这 就 是 将 陆续 呈现 在 大 家 
面前 的 《北京 大 学 数学 教学 系列 丛书 》. 这 套 从 书 凝聚 了 我 们 近 
十 年 在 人 才 培 养 方 面 的 思考 ， 记 录 了 我 们 教学 实践 的 足迹 ， 体 现 
了 我 们 教学 改革 的 成 果 , 反映 了 我 们 对 新 世纪 人 才 培 养 的 理念 ， 
代表 了 我 们 新 时 期 的 数学 教学 水 平 . 

经 过 20 世纪 的 空前 发 展 , 数学 的 基本 理论 更 加 深入 和 完善， 
而 计算 机 技术 的 发 展 使 得 数学 的 应 用 更 加 直接 和 广泛 , 而 且 活 跃 
于 生产 第 一 线 , 促进 着 枝 术 和 经 济 的 发 展 ， 所 有 这 些 都 正在 改变 
着 人 们 对 数学 的 传统 认识 . 同时 也 促使 数学 研究 的 方式 发 生 巨大 
变化 . 作为 整个 科学 技术 基础 的 数学 ， 正 突破 传统 的 范围 而 向 人 
类 一 切 知 识 领域 渗透 . 作为 一 种 文化 ， 数 学 科学 已 成 为 推动 人 类 
文明 进化 、 知 识 创 新 的 重要 因素 ， 将 更 深刻 地 改变 着 客观 现实 的 
面貌 和 人 们 对 世界 的 认识 . 数学 素质 已 成 为 今天 培养 高 层次 创新 
人 才 的 重要 基础 . 数学 的 理论 和 应 用 的 巨大 发 展 必 然 引 起 数学 教 
育 的 深刻 变革 . 我 们 现在 的 改革 还 是 初步 的 ,教学 改革 无 禁区 ， 
但 要 十 分 稳重 和 积极 人 才 培 养 无 止境 ， 既 要 遵 箱 基本 规律 ， 更 
要 不 断 创新 . 我 们 现在 推出 这 套 从 书 ， 目的 是 向 大 家 学 习 . 让 我 
们 大 家 扒 起 手 来 , 为 提高 中 国 数学 教育 水 平和 建设 世界 一 流 数学 
强国 而 共同 努力 . 


张 继 平 
2002 年 5 月 18 日 
于 北京 大 学 蓝 旗 营 
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代数 拓扑 学 在 20 世纪 的 辉煌 成 就 和 深远 影响 ， 使 它 在 数学 
系 的 研究 生 教育 中 应 该 占有 一 席 之 地 ， 在 先进 国家 早已 如 此 . 

本 书 是 多 年 来 作者 在 北京 大 学 开设 的 “同调 论 ” 课程 的 讲义 . 
这 是 一 门 研究 生 基 础 课 ， 只 一 个 学 期 ，3 学 分 共 45 课时 , 面向 基 
础 数学 所 有 方向 的 研究 生 ， 不 是 专门 为 拓扑 学 方向 开设 的 ， 历 年 
实际 上 课 的 同学 少 则 三 四 十 人 ， 多 则 七 八 十 人 ， 约 有 三 分 之 二 是 
研究 生 ， 三 分 之 一 是 高 年 级 本 科 生 . 规定 的 先 修 课 是 基础 拓扑 学 
与 抽象 代数 学 ， 部 分 学 生 已 经 学 过 单纯 同调 论 . 

由 于 听众 的 准备 知识 差别 很 大 ， 课 时 又 很 少 ， 我 们 需要 选择 
一 个 适当 的 起 点 .基础 拓扑 学 和 抽象 代数 学 的 基本 知识 (点 集 拓 
扑 、 曲 面 分 类 、 基 本 群 ， 以 及 群 、 环 、 域 ， 直 到 有 限 生成 Abel 群 
的 构造 ) 假定 读者 已 熟练 掌握 ， 参 考 书 是 文献 [1] 或 [23] 等 . 我 们 
还 假定 同学 对 于 单纯 复 形 已 有 所 了 解 ， 否 则 请 他 们 自学 文献 [16] 
第 一 章 或 [21] 第 三 章 . 

由 于 是 基础 课 , 我 们 看 重 概 念 、 方法 、 结论、 应用, 尽量 压缩 
技术 性 内 容 ， 有 些 定理 不 一 定 证 ， 指 导 有 兴趣 者 自学 ， 有 些 证 明 
加 了 星 号 ， 供 需要 者 查阅 .定理 的 正确 运用 应 该 比 证 明 更 重要 . 
定理 的 表述 也 不 追求 最 强 最 广 ， 而 要 实用 . 

课时 的 限制 使 内 容 的 取 仿 面临 许多 矛盾 ， 需 要 平衡 . 我们 有 
下 面 的 一 些 考 虑 . 

代数 拓扑 学 的 宗旨 是 用 代数 方法 解决 拓扑 问题 ， 要 在 课程 中 
体现 这 个 精神 ， 代 数 框架 、 具 体 计算 、 拓 扑 应 用 缺 一 不 可 ， 而 且 
应 该 穿插 进行 ， 我们 将 把 这 个 要 求 贯 彻 到 每 一 章 ， 

同调 论 在 发 展 过 程 中 产生 了 许多 代数 概念 和 方法 ， 称 为 同调 
代数 . 但 是 同学 们 的 代数 基础 普遍 不 够 强 . 为 了 避免 挤 掉 几何 的 
话题 ， 我 们 不 得 不 在 代数 上 有 所 克制 ， 把 同调 代数 的 分 量 尽量 压 
缩 ， 只 讲 最 必要 的 知识 . 例如 ， 关于 Abel 群 的 张 量 积 的 小 节 打 上 
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了 星 号 ， 表示 不 妨 暂 时 跳 过 不 读 ， 因 而 我 们 将 满足 于 使 用 “Abel 
群 与 自由 Abel 群 的 张 量 积 ”这 个 比较 原始 的 概念 ， 男 一 方面 ， 范 
畴 与 函 子 的 语言 、 交 换 图 表 、 图 上 追 猎 法 这 些 先 进 的 东西 将 自 始 
至 终 贯 穿 全 书 ， 让 读者 在 不 断 使 用 中 把 握 其 精神 和 威力 . 

我 们 的 理想 是 既 要 有 简洁 的 理论 框架 ， 又 能 作 便 捷 的 具体 计 
算 . 本 书 前 三 章 关 于 同调 论 的 加 法 结构 的 讨论 从 奇异 同调 出 发 ， 
落实 到 胞 腔 同 调 ， 基 本 上 能 达到 这 个 要 求 ， 后 两 章 关 于 乘法 结构 
的 讨论 ， 则 作 了 一 些 新 的 尝试 . 

上 积 与 卡 积 ， 用 奇异 链 来 定义 的 传统 讲法 是 最 简捷 的 ， 巧 得 
有 点 葛 名 其 妙 ， 我 们 有 意 先 用 胞 腔 同 调 的 讲法 ， 以 说 明 为 什么 上 
同调 会 有 乘法 ， 并 且 指 出 奇异 链 定 义 式 的 由 来 . 这 样 两 种 讲法 相 
辅 相 成 ， 有 助 于 读者 的 理解 ， 实 际 教 学 中 可 以 安排 学 生 自 己 阅读 
某 些 部 分 . 

流 形 的 对 偶 性 是 同调 论 的 精华 之 一 ， 我 们 在 第 五 章 的 讲法 虽 
是 古朴 的 思路 ， 却 是 文献 中 所 未 见 的 , 通过 “ 胞 腔 流 形 ”的 概念 ， 
能 把 “互相 对 称 的 对 偶 训 分 ” 这 个 直观 想法 完全 讲 清 楚 , 使 对 侦 性 
恢复 其 看 得 见 摸 得 着 能 计算 的 本 来 面目 ， 不 再 是 只 能 隔 着 代数 屏 
障 去 揣摩 的 东西 ， 为 了 显示 这 种 讲法 的 潜力 ， 我 们 (在 带 星 号 的 
最 后 三 节 ) 一 直 推 进 到 Thom 同 构 定 理 ， 是 以 与 示 性 类 理论 (例如 
文献 [15]) 相 衔 接 . 

对 于 这 门 高 度 概括 和 抽象 的 课程 ， 例 子 和 应 用 的 重要 性 是 无 
论 怎 样 强调 都 不 过 分 的 . 本 书 配 有 适量 的 习题 ， 帮 助 读 者 补充 例 
子 与 应 用 ， 应 该 极端 重视 ， 实 际 教 学 中 还 应 该 批改 作业 或 组 织 讨 
论 . 参考 文献 中 ， 除 本 书 直接 引用 过 的 书籍 外 ， 还 包括 了 一 些 深 
浅 与 本 书 相 近 的 好 教材 . 

本 书 虽 然 篇 幅 不 大 ， 希 望 能 帮助 读者 对 于 同调 论 有 一 个 生动 
踏实 的 理解 ， 而 不 只 是 一 个 枯燥 的 理论 框架 . 


姜 伯 及 
2005 年 6 月 于 北京 大 学 
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81 范畴 与 函 子 


代数 拓扑 的 基本 观点 : 几何 对 象 的 代数 照相 ， 这 种 照相 是 用 范 
旺 与 函 子 的 语言 来 表达 的 . 


1.1 范畴 


定义 1.1 一 个 范畴 C 由 以 下 要 素 构成 : 

(a) 一 类 数学 对 象 Ob (C); 

(b) 对 于 每 两 个 对 象 X,Y 给 定 了 一 个 集合 Mor (X,Y), 其 元 素 
称 为 从 XX 到 YY 的 射 (记号 :fe Mor (XY) 可 写成 f :XX 一 六 ); 

(c) 一 个 复合 规则 Mor (X,Y) x Mor (Y, Z) 一 Mor (XX,Z) (记号 : 
(1,9) = go). 
它们 满足 以 下 公理 ， 

结合 律 ” 对 于 任意 的 射 f:X 一 Y,g:Y 一 2Z,h:Z 一 W 有 

ho(gof)= (hog)of; 

单位 律 每 个 对 象 X 有 一 个 单位 射 idx : X 一 X 使 得 对 任何 
j :YY 一 有 idxoj= 几 对 任何 9:X 一 2 有 goidx=9. 

例 1.1 集合 ,以 及 它们 之 间 的 函数 , 在 通常 的 复合 规则 之 下 ， 
组 成 一 个 范畴 ， 简 称 为 集合 的 范畴 ”, 以 后 写成 {集合 ， 函 数 }. 

例 1.2 拓扑 空间 , 以 及 它们 之 间 的 连续 映射 , 在 通常 的 复合 规 
则 之 下 ,组 成 一 个 范畴 ， 简 称 为 “拓扑 空间 的 范畴 ", 以 后 写成 {拓扑 
空间 ， 映 射 }. 类 似 的 范畴 还 有 “光滑 流 形 的 范畴 ?{ 光 滑 流 形 ， 光 滑 
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映射 }, “单纯 复 形 的 范畴 ” {单纯 复 形 ， 单 纯 映 射 } 等 . 

例 1.3 Abel 群 ， 以 及 它们 之 间 的 同 态 ， 在 通常 的 复合 规则 之 
下 ， 组 成 一 个 范畴 ， 简 称 为 “Abel 群 的 范畴 ”", 以 后 写成 {Abel 群 ， 
同 态 }. 类 似 的 范畴 还 有 “ 群 的 范畴 *{ 群 ， 同 态 },“ 环 的 范畴 "{ 环 ， 同 
态 } 等 . 

例 1.4 设 是 一 个 域 (例如 实数 域 RR 以 下 为 系数 域 的 线 
性 空间 ， 以 及 它们 之 间 的 线性 映射 ， 在 通常 的 复合 规则 之 下 ， 组 成 
一 个 范畴 ， 称 为 “ 域 f 上 线性 空间 的 范 哮 ”{f- 线性 空间 ， Ff- 线性 
映射 }. 类 似 的 还 有 “ 域 上 代数 的 范畴 ? {F- 代数 ， FF- 代数 同 态 } 
等 . 

例 1.5 对 象 是 拓扑 空间 , 射 则 是 连续 映射 的 同 伦 类 , 复合 规则 
规定 为 [gj o[f] := [go 有 ,这 也 成 为 一 个 范畴 {空间 ， 映 射 的 同 伦 类 }. 

例 1.6 对 象 是 取 定 了 基点 的 拓扑 空间 ， 射 则 是 保 基 点 的 连续 
映射 ， 在 通常 的 复合 规则 之 下 ， 成 为 “ 带 基 点 拓扑 空间 的 范畴 ”. 

例 1.7 设立 是 一 个 取 定 的 拓扑 空间 . 对象 是 XX 中 的 点 ， 从 a 
到 bb 的 射 则 是 从 5b 到 a 的 道路 > 的 同 伦 类 中, 复合 规则 是 道路 类 的 
乘法 pm]em] := [y …], 这 也 成 为 一 个 范畴 . 


1.2 协 变 函 子 


定义 1.2 设 C,D 是 范畴 .一 个 协 变 函 子  :C 一 了 是 一 个 对 

(a) C 的 每 个 对 象 XX 对 应 于 D 的 一 个 对 象 F(X); 

(b) 5 的 每 个 射 :XX 一 Y 对 应 于 DD 的 一 个 射 F(f) : F(X) 一 
F(Y). 
它们 满足 以 下 公理 : 

复合 律 ” 对 于 任意 的 射 /:X 一 Y,g:Y 一 Z 有 Fr(gof) = 
F(g)oF(f); 

单位 律 ”对 于 任意 对 象 X, 有 /lidx) = idp(x). 
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例 1.8 把 拓扑 空间 的 拓扑 结构 忘掉 , 只 注意 它 的 点 集 , 得 到 一 
个 协 变 函 子 , 称 为 “ 忘 性 ” 函 子 : {拓扑 空间 , 映射 } 一 { 集 合 , 函数 }. 
类 似 的 “ 巧 性 ” 函 子 还 有 {光滑 流 形 , 光滑 映射 } 一 {空间 , 映射 以 
及 {线性 空间 ， 线 性 映射 } 一 {Abel 群 ， 同 态 } 等 . 

例 1.9 把 带 基 点 的 拓扑 空间 (X,zo) 对 应 到 基本 群 zi (X, zo)， 
保 基 点 的 映射 上: (X,z0) 一 (Y, wo) 对 应 到 它 在 基本 群 上 诱导 的 同 态 
大: zZ0) 一 Ai1(Y,yo), 这 是 一 个 协 变 的 “基本 群 ” 函 子 mm : { 带 基 
点 空间 ， 保 基点 映射 } 一 { 群 ， 同 态 }. 

例 1.10 把 单纯 复 形 K 对 应 到 单纯 同调 群 也 .(K), 单纯 映射 f: 
KK 一 工 对 应 到 它 在 单纯 同调 群 上 诱导 的 同 态 f, : H,(K) 一 H,(L), 
这 是 一 个 协 变 的 “单纯 同调 ” 函 子 H, : { 单 纯 复 形 ， 单 纯 映 射 } 一 
{Abel 群 ， 同 态 }. 


1.3 反 变 函 子 


定义 1.3 设 C,D 是 范畴 .一 个 反 变 函 子玉:C 一 D 是 一 个 对 
应 : 

(a) C 的 每 个 对 象 X 对 应 于 D 的 一 个 对 象 P(X); 

(b) C 的 每 个 射 4 :XX 一 工 对 应 于 D 的 一 个 射 F(f) : F(Y) 一 
F(X). 
它们 满足 以 下 公理 ， 

复合 律 ” 对 于 任意 的 射 了/ :X 一 Y,g:Y 一 Z 有 F(gof) = 
F(f)oF!(g); 

单位 律 对 于 任意 对 象 X, 有 F(idx) = idp(x). 

例 1.11 设 书 是 一 个 域 . 把 下 上 的 每 个 线性 空间 二 对 应 到 它 
的 对 偶 空 间 

三 := { 线 性 函数 工 一 一 )}， 


把 每 个 线性 映射 f : 工 一 M 对 应 到 其 对 偶 线 性 映射 f* : M* 一 及 
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线性 代数 中 常见 的 这 种 做 法 ， 是 一 个 反 变 的 “线性 对 偶 ” 函 子 {线性 
空间 ， 线 性 映射 } 一 {线性 空间 ， 线 性 映射 }. 
例 1.12 把 拓扑 空间 X 对 应 到 X 上 全 体 实数 值 连续 函数 所 组 
成 的 代数 
C(X) := {连续 函数 六 一 RR}， 


连续 映射 1 :XX 一 Y 把 Y 上 的 每 个 函数 8:Y 一 玉 拉 回 到 XX 上 成 
为 fo9 :六 一 RR. 这 样 我 们 得 到 一 个 反 变 函 子 C* : {拓扑 空间 ， 映 
射 } 一 { 实 代数 ， 实 代数 同 态 }. 


1.4 简单 的 推论 


在 范畴 中 , 每 个 对 象 的 单位 射 是 唯一 的 ，( 如 果 idx 和 idx 都 是 
X 的 单位 射 ， 从 定义 就 有 idx = idx oid% =id%.) 一 个 射 f:X 一 Y 
称 为 可 逆 的 , 如 果 存 在 射 9 :了 一 X 使 得 gof = idx, fo09g= idy. 
这 时 9 称 为 的 逆 , 也 是 唯一 的 .两 个 对 象 X,Y 称 为 同 构 的 , 如 果 
它们 之 间 存 在 一 对 互 道 的 射 . 这 种 同 构 概 念 ， 在 不 同 的 具体 范畴 里 
有 不 同 的 表现 形式 和 习惯 称呼 ,在 集合 的 范畴 里 叫 等 势 ， 在 拓扑 空 
间 的 范畴 里 叫 同 胚 ， 在 光滑 流 形 的 范畴 里 叫 微分 同 胚 ， 在 范畴 { 空 
间 ， 映射 的 同 伦 类 } 叫 同 伦 等 价 , 等 等 , 在 各 个 代数 的 范畴 里 通常 都 
叫 同 构 . 

函 子 (不 管 是 协 变 的 还 是 反 变 的 ) 总 把 单位 射 变 成 单位 射 ， 把 可 
道 射 变 成 可 道 射 ， 把 同 构 的 对 象 变 成 同 构 的 对 象 ， 所 以 ， 当 我 们 说 
基本 群 是 个 函 子 时 ， 不 言 而 喻 地 ， 同 胚 的 带 基 点 空间 就 有 同 构 的 基 
本 群 ， 即 是 通常 所 说 的 基本 群 的 拓扑 不 变性 或 同 胚 不 变性 , 

思考 题 1.1 ”验证 上 述 各 例子 中 的 范畴 与 函 子 满足 相应 的 公理 
和 定律 . 

习题 1.2 举一反三 , 和 白 己 男 外 举 出 三 个 范畴 ,三 个 协 变 函 子 ， 
三 个 反 变 函 子 . 
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习题 1.3 ” 设 4 是 一 个 取 定 的 拓扑 空间 ， 对 任意 拓扑 空间 区 
以 [4,X] 记 同 伦 类 的 集合 {4 一 X 的 同 伦 类 }. 映射 / :XX 一 Y 使 
少 : 4 一 X 的 同 伦 类 变 成 job : 4 一 的 同 伦 类 ， 斌 论证， 这样 我 
们 得 到 一 个 协 变 函 子 
[4,-] :{ 空 间 , 喘 射 } 一 { 集 合 , 函数 }. 
习题 1.4 设 4 是 一 个 取 定 的 拓扑 空间 ， 对 任意 拓扑 空间 X， 
以 [X, 必 记 同 伦 类 的 集合 {X 一 4 的 同 伦 类 }. 映射 1: 一 使 
4: 工 一 4 的 同 伦 类 变 成 yef : X 一 4 的 同 伦 类 ， 试 论证 ， 这 样 我 
们 得 到 一 个 反 变 函 子 
[-, 4 : {空间 , 映射 } {集合 , 函数 }. 


82” 链 复 形 与 链 映射 
从 拓扑 空间 构 作 同调 群 ， 中 间 环 节 是 链 复 形 ， 本 节 就 介绍 这 个 
代数 的 范畴 . 
2.1 链 复 形 及 其 同调 群 


定义 2.1 一 个 链 复 形 C = {0,6,} 是 一 串 Abel 群 Cy ( 称 为 4 
维 链 群 ) 和 一 串 同 态 2 : Cy 一 0,-1 ( 称 为 9 维 边 缘 算 子 ), 排 成 一 个 
序列 
Oa+1l Oa—1 


Og 
OO Co 一 Co-1 一 O00_2 一 


满足 条 件 ， 对 每 个 维 数 g 都 有 B00,41 = 0, 即 “两 次 边缘 为 堆 ". 
定义 2.2 链 复 形 C= {Cy, Ou} 的 qd 维 闭 链 群 


Za(C) := ker 0,, 


其 元 素 称 为 C 的 g 维 闭 链 ; C 的 9 维 边 缘 链 群 
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Ba(C) := im Ont1) 
其 元 素 称 为 C 的 g 维 边缘 链 . 由 于 82 = 0, 边缘 链 一 定 是 闭 链 ， 即 
Bo C Zo C O00. 商 群 
Ha(C) := Za(C)/Ba(O) 
称 为 C 的 4 维 同调 群 , 其 元 素 称 为 C 的 g 维 同调 类 , 闭 链 ze Ze(C) 
所 代表 的 同调 类 记 作 [zo] € Hs(C). 我 们 常 把 所 有 维 数 的 同调 群 放 在 
一 起 ， 写 成 H(C) = {H(C)}. 


2.2 链 映 射 及 其 诱导 同 态 
定义 2.3 设 C,D 是 链 复 形 . 一 个 链 映射 /:C 一 DD 是 一 串 同 
态 f= {fa :Cg 一 Dy}, 满足 条 件 ， 对 每 个 维 数 g 都 有 
Og 人 fa fa-1 o0,, 
即 下 面 的 图 表 交 换 


8 0 Og- 
Ol 一 一 CI 一- Ca 一 


| | | Ja-1 | fa-2 


6 0 全 
一 也 1 一 由 一 一 站- 一 -Da 一 ~-.…. 


命题 2.1 链 映 射 f : C 一 D 诱导 同调 群 的 同 态 人 : H,(C) 一 
H.(D), 
fa([zq]) := [fa(zq)], 对 于 ze Zr(C)， 


证 明 链 映射 由 于 与 边缘 算 子 可 交换 ， 所 以 把 闭 链 映 成 闭 链 ， 
把 边缘 链 映 成 边缘 链 ， 换 名 话说， 从 上 面 定 义 中 的 交换 图 表 看 出 太 
把 Ze(C) 上 映 入 Za(D), 把 Bo(C) 映 入 Be(D), 因而 诱导 商 群 的 同 态 
f: : Ha(C) — Hi(D). 口 

链 复 形 与 链 映射 组 成 一 个 范畴 ， 简 称 为 “ 链 复 形 的 范畴 ", 写成 
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{ 链 复 形 ， 链 映射 }. 

一 个 Abel 群 序列 G, = {Gs | ge 2} 称 为 一 个 分 次 群 . 分 次 群 
的 同 态  : G* 一 G4 是 指 一 个 同 态 序列 {64 : Gy 一 G4}. 以 {分 次 
伴 ， 同 态 } 表示 由 分 次 群 及 其 同 态 组 成 的 范畴 .那么 我 们 已 经 构 作 
出 了 协 变 的 同调 函 子 及 , : { 链 复 形 ， 链 喘 射 } 一 {分 次 群 ， 同 态 }. 
2.3 链 同 伦 


定义 2.4 ”两 个 链 喘 射 /,g : C 一 DD 称 为 是 链 同 伦 的 , 如 果 存 在 
一 串 同 态 T= {Ts : Ca > Dari}, 如 下 面 图 表 


0 
OF Os 


昌 
"| 了 中 和 人 
2 x” Fa 
0 


… 一 Do 
使 得 对 每 个 维 数 g, 都 有 
Og+10Tg + Ti o00=g¢— fo. 
7 称 为 联结 f,g 的 一 个 链 同 伦 , 记号 是 


… 一 一 ~ 人 L9+1 


9 
也， 一 一 ~ Dei Ds hs 


fg:C—D 或 T:f~g:C0C- DD. 


注 记 2.2 链 映 射 之 间 的 链 同 伦 关 系 ， 是 拓扑 范畴 {空间 ， 喘 
射 } 中 映射 之 间 的 同 伦 关 系 在 代数 范畴 { 链 复 形 ， 链 喘 射 } 中 的 翻 
版 . 其 定义 中 的 式 子 , 源 自 柱 形 的 边缘 公式 ( 见 引 理 3.11). 参看 定理 
3.8 的 证 明 . 

定理 2.3 设 f~g:C 一 D. 则 f=g,:H,(C) =— 恕 :(D). 即 ， 
链 同 伦 的 链 映射 诱导 出 相同 的 同调 同 态 . 

证 明 设 T:f~g:C 一 DD. 对 于 zg € Za(O), 根据 定义 显然 有 


gx([zg]) 一 f:([2q]) = [ga(zq) — fa(zq)] = [0 0 T(zg) +To O(zq)] 
= [07(z0)] = 0. 
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所 以 f = g:. 口 
命题 2.4 链 映射 之 间 的 链 同 伦 关 系 是 一 个 等 价 关系 ， 口 
定义 2.5 ”两 个 链 复 形 C,D 称 为 是 链 同 伦 等 价 的 , 如 果 存 在 链 

映射 f:C 一 D 和 9g:D 一 C0, 使 得 


goj、=~idc:C 一 C， fog~idp:D—oD. 


f 和 g 都 称 为 C,D 之 间 的 链 同 伦 等 价 , 记号 是 CD 或 1:C DD. 

命题 2.5 ” 链 同 伦 等 价 诱导 同调 群 的 同 构 ， 因 而 链 同 伦 等 价 的 
链 复 形 有 同 构 的 同调 群 . 口 

注 记 2.6 链 复 形 之 间 的 链 同 伦 等 价 关 系 , 是 拓扑 范畴 {空间 ， 
映射 } 中 空间 之 间 的 同 伦 等 价 关 系 在 代数 范畴 { 链 复 形 ， 链 映射 } 中 
的 翻版 . 

习题 2.1 给 出 命题 2.4 的 证 明 . 

习题 2.2 设 f~>f:C 一 D,g 人 之 g':D 一 都 是 链 同 伦 的 链 
映射 . 试 证 gof gof :C0C 一 此. 

习题 2.3 证 明 链 同 伦 等 价 是 链 复 形 之 间 的 等 价 关系 . 
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3.1 奇异 单 形 


我 们 以 Rt+! = {(zo,zT1,… ,zgq) | zi € R} 记 q+1 维 欧 几 里 得 空 
间 ， 以 ei 记 第 i 个 坐标 轴 上 的 单位 点 ， 即 其 第 i 个 坐标 为 1, 其 余 坐 
标 为 0 的 点 . 

定义 3.1 g 维 标准 单 形 , 就 是 Rr+' 中 以 eo,e1,…,eg 为 顶点 的 
单 形 


Av ss {e010) € Ret| 0<Zi< 1 》 ,xi 中 
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定义 3.2 拓扑 空间 X 中 的 一 个 4 维 奇异 单 形 , 就 是 从 9 维 标 
准 单 形 到 X 的 一 个 映射 o: Ay 一 XX. 
图 1.1 中 画 的 是 一 个 2 维 奇异 单 形 . 


图 1.1 奇异 单 形 

例 3.1 知 C 是 某 欧 几 里 得 空间 中 的 凸 集 ， co0,c1,:…,cg e C， 
则 有 唯一 的 线性 映射 Ay 一 C 把 顶点 eo,e1,…,eg 分 别 喘 成 C 中 的 
点 C0; Cl …) Cg: 这 个 线性 映射 我 们 将 记 作 (cocl Ee cq), 

(cocl.…cg) : Ad 一 C Svies Ca > zict， 

我 们 把 它 看 成 C 上 的 一 个 gq 维 奇异 单 形 ， 称 为 线性 奇异 单 形 . 
3.2 奇异 链 复 形 与 奇异 同调 群 

设 XX 是 拓扑 空间 . 

定义 3.3 以 XX 中 全 体 g 维 奇异 单 形 为 基 ， 生 成 一 个 自由 Abel 
群 ， 记 作 54(X), 称 为 X 的 gq 维 奇 异 链 群 , 其 中 的 元 素 称 为 XX 的 q 
维 奇异 链 . 于 是 ， 奇 异 链 是 奇异 单 形 的 整数 系数 线性 组 合 : 

cq = hot) + .+ krol"), ki € 2Z, ol : Ad — X. 

负 维 数 的 奇异 链 群 规定 为 0. 

定义 3.4 XX 中 g 维 奇异 单 形 o :人 Ag 一 X 的 边缘 ,定义 为 X 中 
的 如 下 的 g 一 1 维 奇异 链 


ax=8loo(eo…en)):=》 (Diro(leo 人 eg， 


i=0 
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其 中 戴 了 “隐身 帽 ” 的 舍 表示 把 ei 略 去 . 
作 线 性 扩张 ， 得 到 一 个 边缘 算 子 Og ， Sa(X) 一 Sg-1(X), 
Oy(kio) 十 十 应) := hid +...+ krO0l"). 


0 维 奇异 链 的 边缘 规定 为 0. 
图 1.2 显示 了 2 维 奇异 单 形 边 缘 之 中 的 一 个 1 维 奇 异 单 形 . 


oo (eoe» 
5 
COE2 
2 
人 < 
[el] A> 


图 1.2 奇异 单 形 的 边缘 


命题 3.1 两 次 边缘 为 零 ， 即 5,(X) = {5s(X), 64} 是 链 复 形 . 
证 明 在 奇异 单 形 的 边缘 的 定义 中 , 核心 部 分 是 参照 几何 图 形 ， 
在 标准 单 形 A, 上 规定 了 


ga 


a(eo…:er) := >_(-1)i(eo 人 eg 


i=0 
然后 把 各 线性 奇异 单 形 都 与 映射 vc : Av 一 X 复合 起 来 . 
现在 我 们 也 先 在 标准 单 形 上 看 : 


qa 
Oa-1 o Oa(e0*eg) = 2 (1)'Oyi(e0*G. .eq) 


i=0 
二 | D> (-1)i(eo.…® “Geg) 
i=0 j<i 
+ 
j>i 
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一 (—1)iti(e0...6; 6...e0) 


0<j<i<g 

二 》、 (—1)iti"l(e0.… 人 .6 .60) 
0<i<j<g 

=0. 


然后 把 此 式 用 映射 o : As 一 XX 映 入 久 , 就 得 到 04_1004(o) =0. 口 
定义 3.5 ” 链 复 形 5,(X) = {Ss(X),0,) 称 为 X 的 奇异 链 复 形 . 
链 复 形 5,(X) 的 同调 群 称 为 X 的 奇异 同调 群 , 记 作 


H,(X) := H,(S,.(X)). 


衬 间 XX 的 奇异 闭 链 、 奇 异 边缘 链 、 奇 异同 调 类 等 等 ， 就 是 指 链 复 形 
2( 避 ) 的 闭 链 、 边 缘 链 、 同 调 类 等 等 . 

定义 3.6 设 f :XX 一 Y 是 映射. 它 把 X 的 每 个 奇异 单 形 
0 :人 Ag 一 关上 映 成 Y 的 一 个 奇异 单 形 


fH#(0) := fo0. 


通过 线性 扩张 ， 我 们 得 到 同 态 fy : So(X) 一 50(Y). 

命题 3.2 ” 太 与 边缘 算 子 可 交换 ， 即 {fx : Ss(X) 一 5 (Z)} 是 
链 上 映射 5 : 5.(X) 一 5,(Y). 口 

定义 3.7 映射 f :XX 一 Y 所 诱导 的 同调 同 态 六 : H,(X) 一 
H(Y), 就 是 指 链 喘 射 刻 : 5,(X) 一 5.(Y) 所 诱导 的 同调 同 态 (fx), : 
Hs(S#(X)) 一 H,(S,(Y)). 

这 样 ， 每 个 拓扑 空间 X 对 应 于 一 个 链 复 形 5,(X), 每 个 映射 三 
X 一 了 对 应 于 一 个 链 喘 射 房 : S,(X) 一 5,(Y), 我 们 得 到 从 拓扑 
罕 间 的 范畴 到 链 复 形 的 范畴 的 一 个 协 变 函 子 5, : {空间 ， 映 射 } 一 
{ 链 复 形 ， 链 映射 }, 称 为 奇异 链 函 子 . 再 与 上 节 中 的 同调 函 子 复合 起 
米 ， 得 到 协 变 的 奇异 同调 函 子 及 , : {空间 ， 喘 射 } 一 {分 次 群 ， 同 


仿 }. 
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作为 函 子 性 质 的 推论 ， 我 们 立即 得 到 ; 

命题 3.3 (奇异 同调 群 的 拓扑 不 变性 ) 同 胚 的 拓扑 空间 有 同 构 
的 奇异 同调 群 . 口 

下 面 几 个 命题 是 奇异 同调 的 简单 性 质 . 

命题 3.4 ( 单 点 空间 的 同调 ) 以 pt 记 单 点 空间 ， 则 
2Z， 当 g=0, 
0， 当 gq 冯 0. 

证 明 由 于 单 点 空间 pt 只 有 一 个 点 ， 对 于 每 个 维 数 g>0 它 
只 有 一 个 奇异 单 形 ov : As 一 pt. 于 是 所 有 的 Ss(pt) = 2Z. 根据 边 
缘 的 定义 ， 我 们 知道 当 9 是 奇数 或 9= 0 时 604 = 0, 对 其 余 的 4 有 
oou = oo-1. 链 复 形 S,(pt ) 形 如 


Hal(pt ) = 人 


0 维 0 1 维 1 2 维 0 1 
UD 


因而 同调 群 如 所 述 . 口 
拓扑 空间 X 中 的 一 个 0 维 奇异 单 形 就 是 X 中 一 个 点 ， 0 维 链 
co 三 各 al 十 … 十 录 ar (mi 是 XX 中 的 点 ) 的 系数 和 


e(co) := kit + kr 


称 为 co 的 Kronecker 指数 ， e: S50(X) 一 2 是 个 同 态 . 

由 于 每 个 点 的 边缘 都 是 0, 所 以 Zo(X) = So(X). 由 于 每 个 1 维 
奇异 单 形 的 边缘 的 Kronecker 指数 为 0, 所 以 Bo(X) c ker(e). 于 是 
ce: 5o(X) 一 2 诱导 一 个 满 同 态 e: Ho(X) 一 2. 

命题 3.5 设 拓扑 空间 X 是 道路 连通 的 则 e: Ho(X) 一 2 是 
同 构 . 

证 明 取 定 XX 中 一 点 45 作 基点 . 既然 XX 是 道路 连通 的 ,任意 一 
点 4 都 是 从 5 出 发 的 某 条 道路 的 终点 , 即 可 以 找到 某 个 1 维 奇异 单 形 
0 使 得 ac = au- 于 是 对 任意 0 维 链 co 都 有 co 一 elco)be Bo(X), 所 
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以 ker(e) C Bo(X). 这 说 明 Bo(X) = ker(e). 由 此 得 到 所 需 的 结论 . 
口 
如 果 X 不 道路 连通 , 它 是 若干 个 道路 连通 支 的 并 . 讨论 其 同调 
样 时 ， 我 们 要 用 到 链 复 形 的 直 和 的 爸 念 . 
定义 3.8” 设 有 一 族 链 复 形 {C、| 和 € 4}, 4 是 某 个 指标 集 ， 
Ca = {Cag, Ohq}. 这 族 链 复 形 的 直 和 定义 为 链 复 形 


PC :三 (B®) 
和 E4 入 Et 入 E4 


式 子 右面 的 两 个 直 和 记号 分 别 表示 交换 群 的 直 和 与 同 态 的 直 和 . 显 
然 我 们 有 


n (B06) -Bay 


和 AE4 和 E4 
定理 3.6 设 X= UX 是 X 的 道路 连通 支 分 解 . 则 有 直 和 
分 解 
H.(X)= PD H.(X,), 


入 E4 
即 对 每 个 维 数 4 有 Ha(X) = 电 囊 (CA)， 
证 明 以 2x 记 和 中 全 体 奇 异 单 形 的 集合 , 则 它 可 分 解 为 x = 
| 2x 因而 有 直 和 分 解 


5.(X)= 由 SC 


和 AGE 人 
于 是 得 到 所 需 的 结论 . 口 
作为 本 定理 和 命题 3.5 的 推论 ， 我 们 得 到 : 
推论 3.7 拓扑 空间 X 是 道路 连通 的 当日 仅 当 Ho(X) = 2. 口 
3.3 简约 奇异 同调 群 


单 点 空间 是 最 简单 的 空间 ， 我们 看 到 ， 它 的 奇异 同调 群 非常 简 
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单 ， 几乎 全 是 0. 以 后 在 计算 中 常常 会 用 到 奇异 同调 的 一 个 变种 ， 称 
为 简约 奇异 同调 ， 其 特点 是 单 点 空间 的 简约 同调 全 是 0. 

定义 3.9 拓扑 空间 X 的 增 广 奇异 链 复 形 5.(X) = {3,(X),.} 
定义 为 


av Sq( 闵 )， 当 gd 一 1， ~ Ou, 当 gq 0, 
Sa(X) := 0 := a 


2Z, 当 g = 一 1; 

映射 了: 六 一 Y 所 诱导 的 链 上 映射 刻 : Ss(X) 一 So(Y) 保持 0 维 
链 的 Kronecker 指数 ， 所 以 可 以 增 广 为 链 映射 户 : 5.(X) 一 芒 (Y). 
在 维 数 9 > 0 时 与 原来 一 样 ， 而 启 : 5_1(X) 一 351(Y) 规定 为 
id:Z— 2. 

定义 3.10 拓扑 空间 X 的 简约 奇异 同调 群 六 ,(X) = { 广 ,(X)} 
定义 为 增 广 链 复 形 的 同调 群 ， 

H,(X) := H,($,(X)). 


映射 1 :XX 一 Y 所 诱导 的 同 态 六 : 应 .(X) 一 丘 .(Y), 规定 为 链 映射 
庚 : 5.(X) 一 5.(Y) 所 诱导 的 同调 同 态 . 

增 广 奇 异 链 复 形 比 奇异 链 复 形 只 是 多 出 个 -1 维 链 群 ， 而 简约 
奇异 同调 群 与 奇异 同调 群 只 在 0 维 有 差别 (见习 题 3.3). 检查 命题 
3.4 与 3.5 的 证 明 ， 我 们 不 难看 出 ， 到.(pt) = 0, 而 且 所 (X)=0 当 
且 仅 当 X 是 道路 连通 的 . 

例 3.2 设 空间 4 由 两 个 点 组 成 ，4 = {ao,a1}. 则 

Z， 当 gq=0, 
| 


q(A) = 


0， 当 g 冯 0， 
而 且 所 (4) 的 一 个 生成 元 是 [wm - ao]. 
3.4 奇异 同调 的 同 伦 不 变性 
定理 3.8 ( 同 伦 不 变性 ) 设 / ~g:X 一 Y 是 同 伦 的 映射 则 
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放 守 9#:5x(X) 一 5:(Y) 是 链 同 伦 的 链 映 射 ， 因而 诱导 相同 的 同调 
回 态 A = gs H,(X) = H,(Y). 
在 给 出 证 明之 前 ， 先 叙述 几 个 直接 推论 . 
下 面谈 到 的 同 伦 型 、 可 缩 空 间 等 概念 ， 都 请 参看 文献 [1] 或 [23]. 
设 4 是 拓扑 空间 X 的 子 空间 . 一 个 同 伦 G:XxI 一 X 称 为 
从 半 到 4 的 形变 收缩 , 如 果 对 于 所 有 的 ze X ae 4, te 了 I 都 有 
G(z,0)= zx, G(z,1)€ A, Gl(a,t)=&. 


如 果 有 从 XX 到 4 的 形变 收缩 存在 ， 就 说 4 是 X 的 形变 收缩 核 
(有 人 称 之 为 强 形变 收缩 核 ). 这 时 XX 与 4 是 同 伦 等 价 的 ， 含 入 映射 
i: 4 一 六 与 收缩 映射 +: 关 一 4, zx G(z,1) 是 一 对 同 伦 等 价 . 

推论 3.9 ( 同 伦 型 不 变性 ) ” 设 拓 扑 空间 X,Y 有 相同 的 同 伦 型 
XX 之 7. 则 它们 的 同调 群 同 构 ， 即 HH.(X) 兰 豆 (7)， 口 

推论 3.10 (形变 收缩 核 ) 设 拓扑 空间 X 的 子 空间 4 是 X 的 
形变 收缩 核 。 则 含 入 映射 i: 4 一 X 诱导 同调 群 的 同 构 i, : H,(4) 
HH.(X). 特别 地 ， 可 缩 空间 的 同调 群 与 单 点 空间 的 一 样 . 口 

映射 的 同 伦 涉及 柱 形 , 我 们 先 在 标准 单 形 上 作 些 准备 . 图 1.3 画 
出 了 q=1 和 g=2 的 情形 . 


b2 
bo b bo 2 
Q0 Ql . ai 
图 1.3 柱 形 作法 


定义 3.11 考虑 标准 单 形 A 上 的 柱 形 A, x 工 为 记号 简单 起 
见 ， 把 其 下 底 中 的 顶点 (ei,0) 记 作 w, 上 底 中 的 顶点 (ei,1) 记 作 5 
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参照 把 棱柱 形 分 割 成 单 形 的 几何 图 形 ， 在 凸 集 As x 工 上 定义 g+1 


维 的 柱 形 链 
人 Do ead 
引 理 3.11 ( 柱 形 链 的 边缘 公式 ) 
OPleo:..eg) = bo0...bg — a0..*ay -> (—1)'P(eo:…6 .ey). 


这 公式 的 几何 含义 是 说 ， 柱 形 的 边缘 等 于 上 底 减 下 底 再 减 掉 边缘 上 
的 柱 形 . 
证 明 直接 计算 


g 
BP(eo…ea) = >_(-1)'0(a0.…. aib;:.. bg) 
i=0 
9 » 
一 > >》 (-1)i+yao a 0 Pe Qibi so. ba 
i=0 j<i 
q 四 9 ~ 
+ o> -Ditlao...aibi: bj)...bo 
i=0 j2>i 
qa 
= > oo， Qi-10 0 -Dm ‘Qibit1:** ba 
i=0 
4 站 ~ 
DD -Ditioo... gb:by .bo 
j=0 i<j 
q 
-2 9 -DtiTlao...@)... aibi:..by 
j=0 i>j 


=bo.….bs — ao:.-ago 


qa 
二 Dy {Peed De 


j=0 i<j 
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i>j 


一 00 .bg 一 00…ao 一 


>_(-1)iP(eo “660). 
j=0 


这 就 是 边缘 公式 . 口 
定理 3.8 的 证 明 构 作 链 同 伦 的 想法 参看 图 1.4. 
(A) 以 wa: 革 一 半 xT 记 映射 
wo(7) = (7x, 0), ue) = (全 »EX. 
则 我 们 只 需 证 明 ox > : 5S;(X) 一 5,(X x 了). 
事实 上 ,车 :XX xT 一 了 是 联结 fj,g 的 同 伦 ， 则 f = Fow， 
g=Fou. 所 以 L0# 守 忆 1 大 蕴涵 f# = Fy o° io# Fy 0 LI# 三 9#: 


< A XxI 


图 1.4 链 同 伦 的 作法 
(B) 对 XX 中 的 奇 区 单 形 o : As 一 义 , 定义 XxI 上 的 奇异 链 
Pl(o) :三 (o xX id)#P(eo “a “ed)， 


然后 作 线 性 扩张 得 到 一 个 同 态 已 : Ss(X) 一 So+i(X x 了. 引 理 3.11 
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告诉 我 们 
BP(o) = (cxid)#9P(eo.…ey) 
= (cxid)x CHET 
= 4#(0) — wo#(0) 一 P(00). 
所 以 96o P+Po60 = 4# 一 ww#, 即 有 链 同 伦 wo# 之 wx : S.(X) 一 
S,(X x 1). 口 
*3.5 与 基本 群 的 关系 


设 X 是 拓扑 空间 ， 取 定 了 一 点 zoe X 做 基点 .我 们 知道 基本 
群 m(X,zo) 的 元 素 是 zo 处 的 闭路 Y 的 同 伦 类 m], 乘法 从 道路 的 乘 
法 得 来 


2 _(-DiP(eo… 舍 … 可 


mp := :~ 
把 闭 区 间 了 := [0,1] 与 1 维 标准 单 形 Al 等 同 起 来 ， 于 是 X 中 
的 每 一 条 道路 Y: 了 一 和 都 是 X 的 一 个 1 工 维 奇异 单 形 ， 如 果 7 是 闭 
路 ， 它 还 是 闭 链 ， 因 为 97 = zo -zo = 0. 我 们 以 [yj e Hi(X) 表示 
这 个 闭 链 所 代表 的 1 维 同调 类 . 不 难看 出 y+ - (7.Y) 是 一 个 2 
维 奇异 单 形 的 边缘 ， 所 以 [y :Ys = Dan + Du 这 说 明 对 应 
hs :ri(X, zo0) — Hi(X), mm 一 mn 


是 个 同 态 ， 称 为 Hurewicz 同 态 ， (注意 这 里 zi 是 乘法 群 ， 瑟 是 加 
法 群 ，h, 把 乘法 变 成 加 法 . ) 

下 面 的 定理 说 明了 基本 群 与 1 维 同调 群 的 关系 . 由 于 在 本 课程 
中 不 用 ， 我 们 就 不 讲 它 的 证 明了 . 

定理 3.12 设 X 是 道路 连通 的 拓扑 空间 ， 则 Hurewicz 同 态 是 
满 同 态 ， 而 且 其 核 kerh。 是 mi(X,zo) 的 换 位 子 群 [ri, zi]， 换 句 话 
说 ， 页 (XI) 是 nh(X,zo) 的 交换 化 . 口 
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例如 , 我 们 知道 圆周 51 的 基本 群 是 无 限 循 环 群 , 所 以 Hi(51) = 
4. 我 们 很 快 就 会 用 同调 论 的 方法 直接 得 到 这 个 结论 . 


3.6 WU- 小 奇异 链 


现在 我 们 要 来 说 明 ， 在 建立 奇异 同调 群 时 ， 小 的 奇异 单 形 比 大 
的 奇异 单 形 更 重要 ， 咯 去 大 的 奇异 单 形 对 于 同调 群 没 有 影响 . 

设 U 是 X 的 一 个 米 盖 ， 即 山 U = X. 奇异 单 形 o :As 一 X 
你 为 是 ZL- 小 的 ， 如 果 其 像 o(A,) ) 包 全 于 某 个 UEeU 中 . 

X 中 全 体 4- 人 5S:( 羡 ) 的 一 个 子 链 复 形 SU(X). 
含 入 同 态 i: SX(X) 一 5,(X) 显然 是 链 上 映射 . 

定理 3.13 a U 是 XX 的 子 集 族 ， 并 且 其 内 部 


IntU := {IntU |U eu} 


是 XX 的 开 米 盖 。 则 链 映射 i: S%(X) 一 5,(X) 是 链 同 伦 等 价 .事实 
上 ， 存 在 链 映 射 上 : S,(X) 一 SU(X) 使 koi=id,iokxid. 因此 
ix : Hi(SU(X)) SH, (S.(X)). 

此 外 ， 链 映射 i 还 保持 0 维 链 的 系数 和 ， 即 i: SU(X) — $,(X) 
也 是 链 同 伦 等 价 ， 因 此 i: (SU(X)) 宇 H,(5.(X)). 

* 证 明 提纲 基本 想法 是 把 奇异 单 形 “ 切 碎 ", 采用 标准 的 “重心 重 
分 ” 做 法 . 我 们 在 第 五 章 (定义 1.3 、 图 5.2 等 ) 还 会 比较 仔细 地 讲 这 
仲 做 法 ， 这 里 只 作 一 带 而 过 的 交待 . 

(A) 设 C 是 凸 集 ，4,(C) 表示 5,(C) 中 由 全 体 线性 奇异 单 形 所 
生成 的 子 链 复 形 ， 对 于 点 be C, 定义 同 态 5: 4(C) 一 4 Ni(O) 为 
b: (co…cg) 一 (bco …co), 称 为 以 点 8 为 顶 的 锥 形 . 

定义 重 分 链 映 射 Sd : 4,(C) 一 4,(C) 及 链 同 伦 工 : 4x(C) 一 
4*(C) 如 下 . 对 于 0 维 链 规定 Sdo = id, To = 0. 归纳 地 定义 ,对 g 维 
线性 奇异 单 形 o = co…cw, 其 重心 是 jc = 人 4 5 规定 


| 
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Sdgo = bo (Sdg_100), 
Tuc = bo(Sdgo — 0 — Ty_100). 
计算 表明 
0Sd = Sd9, 
oT+T0= Sd—id. 


(B) 定义 重 分 链 映 射 Sd : 5,(X) 一 5,(X) 及 链 同 伦 T: 5,(X) 一 
9,(X) 如 下 : 对 g 维 奇异 单 形 o : Av 一 X, 规定 


Sdgo = o#Sdg(e0:** eq), 


Tyo = o#Tg(e0:** eq). 


则 也 有 
08d = Sd2, 
OT+7T0= Sd—id. 


(C0) 根据 重心 重 分 的 几何 性 质 , 一 个 单 形 经 过 足够 多 次 重心 重 分 
之 后 , 得 到 的 小 单 形 都 可 以 任意 地 小 . 由 于 IntU 是 X 的 开 履 盖 ,， 对 
每 个 奇异 单 形 o : Au 一 X, 一 定 存在 最 小 整数 m(c) > 0 使 Sd™(%Yo 
是 UW- 小 链 . 

天 真 的 想法 是 规定 链 映射 为 k(c) = Sd"(e)c, 相应 的 联结 id 与 
iok 的 链 同 伦 取 为 Tle) = Tlid + Sd 十 …+Sdm(o)-1)c. 但 是 由 于 
m(o) 随 o 而 变 ， 这 样 规定 的 不 是 一 个 链 喘 射 我们 需要 作 些 修 
正 . 

(D) 天 以 xb) 记 o 的 第 ;个 面 ，0 < 7 < g, 则 显然 mm(c) > 
m(o)). 

定义 链 上 映射 上 :5,(X) 一 54(X) 及 链 同 伦 工 : 5S,(X) 一 5,(X) 
为 
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qa 由 
la(c) = Sd™")o— > (- 1)77T(Sdm(c”) +... + Sd™()-1)o0), 
j=0 


五 (c) = Tlid+Sd+.…+Sd™"(")-!)o. 


川 不 难 验 证 
Ok = k0, 
koié= id, 
OT+7T0O=iok— id. 
昕 以 与 工 是 满足 我 们 要 求 的 链 喘 射 和 链 同 伦 . 口 
思考 题 3.1 万 (人 是 什么 ? 
习题 3.2 设 a,b 是 某 凸 集 C 中 两 个 不 同 的 点 . 证 明 : 线性 奇 
中 单 形 (ab) 关 一 (ba), 但 是 (ab) + (ba) 零 调 ( 即 它 是 闭 链 而 且 代 表 的 
品 调 类 是 0). 
习题 3.3 证明， 如果 空间 X 非 空 ， 则 
Hl(X)=H,(X), VvVaq>0, 
Ho(X) = F(X)@2. 
习题 3.4 证 明 : 简约 同调 函 子 玉 , 是 协 变 函 子 ,而且 具 有 同 伦 
个 变性 . 
习题 3.5 证 明 ， 如 果 空 间 X 是 可 缩 的 ， 则 瓦 (X) = 0. 
思考 题 3.6 设 X 是 平面 RR = {(z,y)} 上 的 图 形 拓扑 学 家 的 
正弦 曲线 ? 
{y= sin(l/z),0<zZ<1l/rjuty=-20<z<l/r} 
U{z=0,-2<y<1}U{z=1/7,-2<vy<0}. 


让 筑 玉 ,(X). 
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84 Mayer-Vietoris 同调 序列 


4.1 同调 代数 的 基本 知识 


正 合 序列 是 非常 有 用 的 概念 ， 也 是 非常 有 力 的 计算 工具 . 
定义 4.1 由 Abel 群 和 同 态 组 成 的 序列 


C= DD 


称 为 在 D 处 正 合 , 如 果 f 的 像 等 于 9 的 核 ， 即 kerg = im 了. 
由 Abel 群 和 同 态 组 成 的 序列 


pi 


| pi 
一 G1 G;—» Gitl 一 . 


称 为 一 个 正 合 序列 , 如 果 它 在 其 中 每 个 Abel 群 处 正 合 . 

例 4.1 正 合 列 0 一 G 一 ， Ga 一 , 0 表示 同 态 G! -二 cs 
是 同 构 . 

短 正 合 列 0 一 C -二 D 和 一 ,0 表示 C0 二 万 是 单 同 
态 ，D 二 万 是 满 同 态 ,， 而且 kerg = iim 了. 

一 个 链 复 形 C = {Cy, 04} 是 正 合 列 当 且 仅 当 HH,(C) = 0. 

定义 4.2 链 复 形 和 链 映射 组 成 的 序列 


oR A 
称 为 在 D 处 正 合 , 如 果 对 每 个 维 数 g, Abel 群 和 同 态 的 序列 
Ca -人 Da 一 Ea 


都 在 Ds 处 正 合 ， 类 似 地 我 们 可 以 谈 链 复 形 和 链 映 射 组 成 的 正 合 序 
列 . 
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定义 4.3 设 给 定 了 链 复 形 和 链 上 映射 的 短 正 合 列 
f 9 


0 一 C—~ 也 一 ~ 卫 一 ~ 0. 


个 每 个 维 数 % 我 们 来 定义 一 个 边缘 同 态 2. : Hi(E) 一 H,_1(C). 
考察 下 面 的 交换 图 表 


长 每 个 横行 都 是 正 合 的 ， 对 于 ev e 2Z,(B), 定义 
0.: Ha(E) ~ Hy-1(O), [eq] 上 [fro (ea) 


什 用 图 表 的 交换 性 和 横行 的 正 合 性 ， 通 过 在 图 上 追踪 ， 不 难看 出 上 
式 中 

。 需 取 逆 像 处 都 能 取得 ; 

。 首 像 不 唯一 处 ， 最 后 结果 与 逆 像 的 取 法 无 关 ; 

。 在 同调 类 [eg] 中 取 不 同 的 代表 闭 链 ey, 所 得 最 后 结果 相同 . 
开明 这 个 定义 是 合理 的 .请 读者 自己 动手 ， 为 这 定义 的 合理 性 写 出 
个 严密 、 详 细 的 证 明 来 ， 以 学 习 和 领会 这 种 “图 上 追 猎 法 ”， 口 

定理 4.1 ( 正 合同 调 序列 ) 设 有 链 复 形 和 链 映射 的 短 正 合 列 

f 9 


0 -CC 一 5 一 -一 -0 
省 有 长 的 正 合同 调 序列 


0O. f. ge OO. 
“Han(E)— HaC)—* Ha(D)— HE)— Hy_1(0)— …. 
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证 明 (A) 在 Hs(B) 处 的 正 合 性 : 
(Al) 设 ds € 2Z4(D). 则 


0.gx[da] = Olga(dg)] = [fo 0497 ga(da)] 
= [f72104(dg)] = [#521(0)] = [Ol. 


所 以 img; C ker8,. 

(A2) 设 eq € Za(E) HO, [ea] = 0. 则 有 co E Cg 使 得 fg97 !(eq) 
= (cq). 取 d = 97 (ea) — falca); 则 (do) = fa-104 (cq) — Ogfalca) 
= 0, 即 dg € Za(D). 而 gxldg] = [godo] = [eg — gafalca)] = [eq], 所 以 
ker O, C im g;. 

(B) 在 Ho(C) 处 和 Ha(D) 处 的 正 合 性 ， 请 读者 自己 补 出 ， 口 

定理 4.2 (同调 序列 的 自然 性 ) 设 有 链 复 形 和 链 映射 的 交换 图 
表 

玫 9 


人 一 


WE 


0 一 一 0 -一 0 一 也 一 -0 


其 中 两 个 横行 都 是 链 复 形 的 短 正 合 列 . 则 它们 的 正 合同 调 序列 之 间 
有 交换 图 表 


“— Hy(C) ~ Ha(D) 2 Ha(E) Hi(C)—… 


“| | | | 


i Ha(C")-£» Ha(D')-E» Ha(B') EHy-1(O')—.. 
证 明 请 读者 自己 写 出 ， 作 为 练习 . 口 


正 合 序列 另 一 个 妙用 ， 通 常 称 为 “五 引 理 ” 
引 理 4.3 设 有 Abel 群 与 同 态 的 交换 图 表 
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由 p: 中 
Mi A Ss Ms sy Ma A 


ls | | le 


让 


卜 中 两 个 横行 都 是 正 合 列 . 如 果 广 , 户 , fa4, fs 都 是 同 构 , 那么 fs 也 是 . 
证 明 这 又 是 “图 上 起 猎 法 "的 典型 表演 ， 留 给 读者 作为 练习 ， 
口 
从 证 明 中 可 以 看 出 ,其 实 只 需要 假定 户 , 户 , 6 是 单 同 态 , 有 i, fo, 所 
在 满 同 态 就 够 了 . 
Abel 群 与 同 态 的 正 合 列 


pe et 


你 为 异 正 合 的 , 如 果 f(C) 是 D 的 直 加 项 ( 即 DD 分裂 成 f(C) 与 另外 
区 个 子 群 的 直 和 ). 下 面 的 判别 准则 是 很 常用 的 . 
命题 4.4 Abel 群 与 同 态 的 短 正 合 列 
f 9 


0 一 一 也 一 一 0 


是 裂 正 合 的 ， 当 且 仅 当 存 在 同 态 上 : 巨 万 使 得 gok=idm， 口 
推论 4.5 如 果 Abel 群 与 同 态 的 短 正 合 列 
f 9 


0 一 一 CC 一 一 0 


中 的 五 是 自由 Abel 群 ， 则 这 序列 是 裂 正 合 的 . 口 
习题 4.1 证 明 边 缘 同 态 的 定义 4.3 的 合理 性 . 
习题 4.2 补 全 正 合同 调 序列 定理 4.1 的 证 明 . 
习题 4.3 证 明 自 然 性 定理 4.2. 
习题 4.4 证 明 “五 引 理 ” 引 理 4.3. 
习题 4.5 证 明 裂 正 合 判别 准则 命题 4.4. 
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习题 4.6 证 明 推论 4.5. 
4.2 Mayer-Vietoris 同调 序列 

设 拓 扑 空间 X 有 两 个 子 空间 Xi, X2, 使 得 XIUX2=X. 以 U 
记 X 的 窗 盖 {Xi,X2}. 5S;(X) 中 由 2- 小 的 奇异 单 形 生成 的 子 链 复 
形 SU(X) 等 于 子 复 形 的 和 (不 是 直 和 ) S;(X1) + S:(X2), 含 入 链 喘 射 
记 作 i: S,(X1) +S.(X2) 一 S;(X). 

子 空间 之 间 的 含 入 映射 组 成 交换 图 表 

Xl 


和 1 门 Xo2 X1UX2 


人 
2 


以 2x, 表示 Xi 中 奇异 单 形 的 集合 ， 等 等 ， 则 2xinxs = 也 xi 门 忆 xs， 
而 XX 中 -小 的 奇异 单 形 的 集合 下 = 2x Ux. 于 是 有 链 复 形 与 
链 上 映射 的 短 正 合 列 

0 OC (0, 


其 中 一 个 取 差 ， 一 个 取 和 |: 
ha(7) :三 1#(T) 一 io#(T), 


注 记 4.6 这 里 hyx, kx 的 取 法 不 是 唯一 可 能 的 ， 有 人 习惯 于 先 
取 和 后 取 差 ， 即 取 


1# (2 2) := 1#(Y) 十 jo#(2). 


hy (2) := i#(7) +iz#(7), ky(y,2) := j1#(Y) — j2#(2) 


也 行 . 但 是 我 们 总 要 固定 一 种 取 法 ， 才 会 有 自然 性 定理 4.11. 
定义 4.4 设 Xi, XX2 同 是 某 个 空间 XX 的 子 空间 (在 本 定义 中 不 要 
求 和 = XUXo). 如 果 含 入 链 上 映射 i: 5.( Xi)+S.(Xo) 一 5S;(X1UX2) 
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适 导 的 同调 群 同 态 瓦 .(S.( 2 + 5S,(X2)) 一 及 CU Xo) 是 同 构 ， 我 
们 就 说 这 两 个 子 空间 构成 一 个 Mayer-Vietoris 夺 {Xi1, Xo}. 
注 记 4.7 根据 第 三 章 中 纯 代 数 的 命题 6.11, 由 于 这 两 个 链 复 
形 都 是 自由 链 复 形 ， 上 述 条 件 等 价 于 说 含 入 链 映 射 i: 5S, (Xi) 十 
9:(X2) 一 5S.(X1UX2) 是 链 同 伦 等 价 . 
例 4.2 若 Int XiU Int Xs = X, 则 根据 定理 3.13, {XX, Xo} 是 
Mayer-Vietoris 硝 . 
定理 4.8 (Mayer-Vietoris 序列 ) 设 {Xi1, Xo} 是 Mayer-Vietoris 
山 ， 则 有 下 面 的 Mayer-Vietoris 正 合 同调 序列 : 
~ Ha(XiNXo) 区 H,(XI)® Ha(Xo) a HXIUX2) EH, iXNX2) 
证 明 根据 定理 4.1, 从 上 述 链 复 形 的 短 正 合 列 得 到 正 合 的 同调 
放 列 (其 中 的 S+(X) 代表 5.(X) 的 子 链 复 形 5,(Xi) + S,(X2)) 
“Ha(XiNXo) 雪 (XI) OH (X2) RN (SX) Hi(XiNXa)— 
然后 把 Hy(Xi1U X2) 与 Hs(S4(X)) 等 同 起 来 . 口 
注 记 4.9 对 于 增 广 链 复 形 我 们 同样 有 短 正 合 列 


三 Mi a 区， 2 为 

0 一 入 (XINX2) 与信 (X1)@ 避 (Xo) 竺 玉 (Xi) +(X2)— 0, 
所 以 对 于 简约 同调 群 ， Mayer-Vietoris 序列 
ss 所 (XiNXzo) 阁 二 (Xi)@ 久 (Xs 下 冯 (xX DC (XiNX2)— 


也 是 正 合 的 . 

注 记 4.10 ”我 们 来 给 出 Mayer-Vietoris 边缘 同 态 0. : Hs(X1U 
2) 一 Hag-1(X1NnX2) 的 直接 描述 . 设 ge Ho,(X1UX。) 是 一 个 同调 
类 ， 由 于 Mayer-Vietoris 而 的 缘故 ， [z] 一 定 有 个 代表 闭 链 z 能 写成 
wl 十 Z2, 其 中 lza 分 别 是 六, X 上 的 链 . 由 于 8z = 9zl + 0z2 = 0， 
匠 以 9z1 = -9zz, 记 作 y. 它 既 是 Xi 上 的 链 又 是 Xs 上 的 链 , 因而 是 
AinXas 上 的 链 , 而 且 是 闭 链 . 它 所 代表 的 同调 类 [y] € H,_1(XinX) 


头 是 9.([z]). 
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定理 4.11 (Mayer-Vietoris 同调 序列 的 自然 性 ) 设 {X1,X2} 
与 { 到 ,到 } 分 别 是 X,Y 中 的 Mayer-Vietoris 而， 映射 f :XX 一 Y 满 
足 f(X1) Cf(X2) C 了 到. 则 下 面 的 图 表 


D。 ， 
万 (Xi 门 X2) 大 (XB (Xa) 和 XUN) —H. -1(XiNX2) 


月 央 。 测 | 败 
Ho(YiNY) 要 HE,(Y)@ Ha(Ys) 个 Ha(YiUY) 全 Hy-i(YiNYs) 
是 交换 的 . 0 


下 面 是 一 种 常用 的 Mayer-Vietoris 耦 ， 

推论 4.12 ” 设 拓扑 空间 XX 是 两 个 闭 子 集 Xi1, X2 的 并 ， 交 集 
Xi mn Xo 是 其 某 个 开 邻 域 V 的 形变 收缩 核 . 则 {Xi1, X2} 是 Mayer- 
Vietoris 耦 . 

证 明 证 明 的 想法 参看 图 1.5 的 左 半 图 . 

(A) 记 万 :=VUXi 它 是 加 的 开 邻 域 ，7 = 1,2. 则 我 们 已 经 知 
道 {Vi, V2} 是 Mayer-Vietoris 耦 ， 含 入 喘 射 诱导 出 同 构 及 ,(S.(Vi) 十 
及:(X) 也 是 同 构 . 


"| 
XI1NX» 


图 1.5 ”Mayer-Vietoris 耦 


(B) Xj 是 太 的 形变 收缩 核 . 以 :VxI 一 V 记 从 V 到 XinXo 
的 形变 收缩 同 伦 ， 则 从 太 到 X; 的 形变 收缩 同 伦 态 : VW x 了 工 一 态 
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可 冠 义 为 人 
Zz， TEAj, 
F(z,t), 当 z EV —X. 


(C) 根据 定理 4.2, 有 交换 图 表 (为 排版 方便 起 见 ， 我 们 暂时 使 用 
记号 5S+(X):= 5.(X1) + SS.(X2) 5 S14(V) := 5S,(Vi) + 5.(V)) 


F(z,t) = | 


Ha(XiNX2) 郑 (Xi)@® Hy(X2) a Ha(S4(X)) 全 机 -COGna) 


| | 

pe a 利 a Sn Hi(VNW) 
目 中 纵向 的 箭头 都 是 含 入 映射 所 诱导 . (B) 告诉 我 们 ， 纵 向 箭头 除 

个 以 外 都 是 同 构 ， 于 是 根据 “五 引 理 ?， Hi(S4(X)) = H,(S4(V)) 
也 是 同 构 ， 再 与 (A) 结合 起 来 ， 就 知道 i : 五 (54(X)) 一 HH.(X) 是 
喇 构 . 口 

事实 4.13 单纯 复 形 中 的 子 复 形 (因而 多 面体 中 的 子 多 面体 ， 

光滑 流 形 中 的 子 流 形 ) 一 定 是 其 某 个 开 邻 域 的 形变 收缩 核 . (参看 第 
儿 章 的 命题 1.16.) 

例 4.3 设 多 面体 X 是 其 子 多 面体 Xi,X2,…, Xk 的 并 ， 而 且 
任意 两 个 的 交 Xin X; (i 关 7 都 是 同一 个 点 zoe X. 这 时 XX 称 为 
Xi,…, Xk 的 蒂 联 或 单 点 并 , 记 作 XV XV.…v Xi 或 V Xi 
代 据 推论 4.12, 用 简约 Mayer-Vietoris 序列 得 到 


并 k 
玉 , (Y x sDH(xX). 
i=1 i=1 
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让 我 们 尝试 运用 刚刚 建立 起 的 同调 群 概 念 来 研究 拓扑 问题 ， 学 
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习 最 简单 的 计算 ， 看 看 “从 拓扑 到 代数 的 函 子 ” 这 个 观念 怎样 发 挥 
作用 . 
设 n>0. 在 n+1 维 实 空间 R"+ 中 的 单位 球面 是 


on := {eo zn)| 2 到 二 
单位 球体 记 作 


Dr" 和 = fo 


2 < 站 


我 们 首先 计算 3" 的 同调 群 . 
5.1 球面 9" 的 同调 群 
定理 5.1 球面 57 的 简约 同调 群 是 


H,(s") = | 


证 明 对 维 数 n 作 归纳 法 . 当 n= 0 时， 89 由 两 个 点 组 成 ， 从 
例 3.2 知 定理 成 立 ， 以 下 假定 n> 0 上 且 定理 对 5"-! 已 经 成 立 . 

把 球面 看 成 上 下 两 个 半球 面 B+ := {(z0,… ,zn) € 5" | zn > 0} 
和 B- := {(z0,…, zn) e Sn | zn < 0} 的 并 ， 如 图 1.5 右 半 图 所 示 . 
则 B+nB- = 53" 是 其 邻 域 的 形变 收缩 核 ， 所 以 推论 4.12 说 明 
{B+,B_} 是 Mayer-Vietoris 耦 ， 

B+ 与 B-_ 都 是 可 缩 的 (它们 都 同 胚 于 ” 维 球体 D"), 有 (B14) = 
瓦 (B_) = 0. 于 是 从 简约 同调 的 Mayer-Vietoris 正 合 序列 ( 注 记 4.9) 


a 2 ~ 0。 ~ 2 ~ ~ 
所 (B+4)@B(B_)— 所 (5") 语 所 (5"-!)— Bi(B4)@B-1(B) 


得 到 Hu(5") 宏 思 -1(S"-!). 这 完成 了 归纳 法 . 口 
从 同调 群 的 拓扑 不 变性 ， 我 们 立刻 知道 当 m 关 n 时 Sm 关 5". 
(由 此 也 知道 R™  R”.) 


85 球面 5? 的 拓扑 性 质 31 


拓扑 空间 X 的 子 空间 4 称 为 X 的 收缩 核 , 如 果 存在 一 个 收缩 
映射 > :区 一 4, 使 得 保持 4 的 每 一 点 不 动 ， 即 r|4 = id4. 
推论 5.2 5"-! 不 是 Dr 的 收缩 核 
证 明 我 们 要 证 明 ， 不 存在 一 个 收缩 映射 ": D" 5"! 使 得 
roi 二 idgni, 这 里 i: 5m-1 一 Dn 是 含 入 映射 . 
用 反 证 法 .假定 存在 这 样 的 映射 .考虑 在 奇异 同调 函 子 下 的 像 
记 -1(5 (DD") 一 其-i(9 1) 


我 们 已 经 知道 瓦 -:(D") = 0 而 所 -1(5"-!) = 2Z. 根据 函 子 性 质 应 
该 有 mois= (roi=id,=id:2 一 2G. 这 在 代数 上 是 不 可 能 的 ， 口 

推论 5.3 (Brouwer 不 动 点 定理 ) 任意 喘 射 / : Dn 一 Dn 一 定 
有 不 动 点 ， 即 至 少 存在 一 点 ze D", 使 得 ftz) = zx. 

证 明 用 反 证 法 . 假定 f 没有 不 动 点 ， 对 任何 > e D" 都 有 
/(z) 关 3 从 f(z) 出 发 向 z 作 射 线 ， 交 球面 5"-! 于 一 点 g(z). 这 样 
我 们 得 到 一 个 映射 g : D” 一 5"-!1，( 如 图 1.6, 请 读者 试 写 出 其 解析 
藤 达 式 . ) 


g(2) 


图 1.6 映射 g 的 作法 


明显 地 ， 如 果 ze 5"', 就 有 g(z) = z. 所 以 g 是 一 个 收缩 喘 
时 .这 与 推论 5.2 相 了 矛盾. 口 


5.2 球面 映射 的 度 
定义 5.1 设 映 射 f: 5" 一 5" 诱导 同 态 户 : 有 ,(57) 一 芭 ,(5"). 
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则 有 唯一 的 整数 a, 使 得 对 任何 he 二 .(5"7) 都 有 AP) = dh. 这 个 


整数 d 称 为 映射 的 度 (degree), 记 作 deg 了 . 

球面 映射 的 度 有 以 下 简单 性 质 ， 请 读者 自己 证 明 . 

(1) deg(idsn) = 1. 

(2) deg(g ° f) = (deg f): (deg g). 

(3) deg(const ) = 0. 

(4 大 f 之 g:5" 一 5", 则 deg/f = degyg. 

Hopf 的 一 条 著名 的 定理 我 们 不 证 明了 : 

定理 5.4 (Hopf) 如 果 f,g : 5 一 5" 而 且 degf = degg, 则 
fg:S"— 5S". 

这 定理 的 意义 在 于 解决 了 球面 到 自身 的 映射 的 同 伦 分 类 问题 . 

下 面 的 命题 提示 了 deg 与 定向 概念 有 联系 . 

命题 5.5 镜面 反射 


7 :On 一 9， (Zo, T1, ,Tn) F (一 Z02Z1 Zn) 


的 度 degr = -1. 
证 明 对 维 数 n 作 归 纳 法 . 当 = 0 时 ， 从 例 3.2 可 知 命题 成 
立 ， 对 于 n> 0, 从 Mayer-Vietoris 序列 的 白 然 性 得 交换 图 表 


pS 0, pp 
0— (5") — Bi1(S"!)— 0 


区 r- 


- 


a 日 
0 一 -~ 六 (8n) 


一 一 ~ Hy_1(S™1) 一 一 > 0 


因此 deg(r|sn) = deg(r|sn-1) = -1. 口 
命题 5.6 对 径 映 射 (antipodal map) 


4: Sn 一 92， (zo,Zi pn) 上 > (一 Z0， 一 Z1)…， ,一 Zn) 


的 度 deg 4 = (一 J) OO 
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习题 5.1 试 找 出 31 的 一 个 1 维 奇 异 闭 链 z e 21(51), 使 其 同 
调 类 [z] 是 刀 (51) 的 生成 元 ， (提示 : 注意 Mayer-Vietoris 边缘 同 态 
0.: (5S!) 一 Ho(59) 的 直接 描述 ， 见 注 记 4.10.) 

习题 5.2 设 n > 0,k ee 2. 证 明 ， 存在 f : S* 一 S" 使 得 
degf = 人 (提示 : 先 考虑 n= 1 的 情形 . ) 

习题 5.3 设 f,g:5" 一 5", 而 有 对 任意 xz € 5" 都 有 f(x) g(x). 
试 证 gg 之 Aof. 

习题 5.4 证明: 偶数 维 球面 52* 上 :不 存在 处 处 非 零 的 切 向 量 
场 . 注意 ， 奇 数 维 球面 52?-! 上 是 有 非 汶 切 向 量 场 的 ， 例 如 


(Z1, Z2， 2 ,72n-1;Z2n) PP (22, 一 Z1 ,Ton, 一 Z2n-1). 


习题 5.5 设 4,B 都 是 5" 中 的 连通 开 集 ，n >2, AUB=5". 
求证 4nB 是 连通 的 . 


5.3 Jordan-Brouwer 分 离 性 


我 们 以 到 := 了 Tx.…x 了 表示 上 个 单位 区 间 了 的 乘积 ， 称 为 k 维 
方 体 . 其 实 人 宕 D* 半 Ak. 7 理解 为 单 点 空间 . 

引 理 5.7 设 5S" 的 子 集 4 全 TIt,k>0. 则 天 (5S" 一 A)=0. 

证 明 若 4i, ho 是 5" 的 闭 子 集 且 4A1U 4。 = 4, 则 有 Mayer- 
Vietoris 正 合 列 


—H(S"—A)—H(S"— AN)@H(S"— A)— H(S"— (AiNA2))—. 


我 们 对 作 归 纳 法 来 证 明 引 理 . 

当 上 =0 时， 4 = pt, 5 一 4  R", 引 理 当 然 成 立 ， 假设 当 
k < m 时 引 理 成 立 ， 现 在 考虑 有 = mm 的 情形 . 用 反 证 法 ， 假 定 有 
5S" 一 4 中 的 闭 链 > 使 加 关 0e 于 (5" -4). 

把 I™ 分 成 两 半 交 于 一 个 I™-!, 相应 地 4 分 成 4: 与 42, A1n 
42 宕 Im-1， 则 由 归纳 假设 五 (57 - (hi1n 42)) = 0, 故 从 Mayer- 
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Vietoris 序列 有 0 一 有 (5S"* -4) 一 瓦 (%" - 4)@ 瓦 (59" -42?) 一 0 
正 合 ， 所 以 和 (加 ) 天 *( 四 ) 去 0. 如 果 is( 四 ) 夭 0 取 40) = 41， 否 
则 ?zx( 加 ) 夭 0 取 40) = 42. 
继续 这 种 做 法 ， 如 图 1.7 所 示 ， 把 小 方 体 横 一 刀 竖 一 刀 不 断 切 
小 ， 每 次 取 适 当 的 一 半 ， 我 们 得 到 序列 4 2 40) 2 462) 2 …, 使 得 
(1) 含 入 映射 i 中 : S57 一 4A 一 5" 一 A 满足 


i (2]) #0€ FH(S" — AW)); 


图 1.7 方 体 越 切 越 小 


(2) 风 4( = pt . 

看 含 入 映射 iee) : S" -4 一 S" 一 pt. 由 于 瓦 (S9" -pt)=0, 当 
然 认 (DB]) = 0. 所 以 S" - 4 中 的 闭 链 z 放 在 S"” - pt 中 看 是 边缘 
链 . 设 z= 8c c 是 S" -pt 中 有 限 多 个 奇异 单 形 {0;} 的 线性 组 合 . 
由 于 (CS" -40) = 5" - pt, 这 有 限 多 个 奇异 单 形 同 时 落 在 某 个 
5" 一 40) 中. 这 意味 着 i 六 9([a]) = 0, 与 前 面 4 的 取 法 矛盾 ， 反 证 


法 完成 . 口 
推论 5.8 设 35" 的 子 集 丈 兰 S% >0. 则 
pe 2Z, 当 g=n 一 k 一 1， 
| 
0， 当 g 冯 nn 一 k 一 1. 


证 明 当 上 =0 时 ，5" 一 0 Ron-{0} 同 伦 等 价 于 5"-1, 结 
论 成 立 ， 对 k 作 归纳 法 . 把 灭 表 成 3* = BiU Bo, Bin Bo = 了 1， 
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Bi 兰 玉 . 从 耦 {1S"- Bi1, 5" 一 Bo} 的 Mayer-Vietoris 正 合 列 以 及 引 理 

5.7 得 到 及 (5S" - Br-1) 守 所 (S" - 32). 由 此 完成 归纳 法 . 口 
定理 5.9 (Jordan-Brouwer 分 离 定理 ) 设 5" 的 子 集 2"-! 洋 

Sn 一. 则 2 把 5* 分 成 两 个 连通 的 开 集 ， 以 2"-: 为 公共 边界 . 

当 n= 2 时， 这 就 是 著名 的 Jordan 曲线 定理 . 

证 明 由 于 扣 (S" -2"-!) = 2Z, 所 以 >"-! 把 5S" 分 成 两 个 连 
通 的 开 集 Cu C2. 显然 Cu Ca 的 边界 部 包含 于 >"-! 中 , 待 证 的 是 任 
一 点 Zezn-1l 的 任 一 邻 域 U 里 都 有 Cu C2 的 边界 点 . 

把 27"-1 分 成 两 个 方 体 4U4, 4 兰 4 兰 mm 使 得 ze4CU， 
如 图 1.8. 则 8s" -4' 连通 (根据 引 理 5.7), 所 以 在 5" - 4 中 有 一 条 
道路 其 起 点 在 C1 中 ， 终 点 在 Ca 中 . 这 条 道路 必定 与 4 相交 ， 否 
则 它 整 个 包含 于 8 -水 -4= 5" 一 2"1, 不 会 两 端 分 别 在 C1,C。 
中 . 于 是 这 道路 上 与 4 的 第 一 个 交点 是 C1 的 边界 点 ， 最 后 一 个 交 
点 是 Ca 的 边界 点 .这 两 个 点 都 在 U 中 ， 因 为 4cU. 口 


图 1.8 把 Zr-1 分 解 成 4U4/ 


下 面 是 分 析 学 中 常用 的 一 个 定理 ， 其 名 称 中 的 “区 域 ” (domain) 
在 分 析 学 中 指 “ 连 通 的 开 集 ”. 

定理 5.10 (Brouwer 区 域 不 变性 定理 ) 设 U 是 57 的 开 集 ， 
h:U 一 S57 是 单 喘 射 . 则 AD 是 57 中 的 开 集 . 

证 明 任 取 一 点 h(z)e h(U),z EU. 取 zz 的 开 邻 域 V 使 其 闭 包 
VcU,V Dr 且 其 边界 9V 兰 S"-!. 注意 由 于 站 是 紧 的 ， 其 上 的 
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单 映射 是 同 胚 ， 所 以 h(V) 衬 V 实 区 7". 

观察 分 解 式 5" 一 h(aV) = (5" 一 h(V))Uh(V). h(V) 显然 道路 连 
通 , 引 理 5.7 告诉 我 们 38" -h(V) 也 道路 连通 . 这 两 个 道路 连通 集 必 
定 就 是 定理 5.9 所 说 的 , h(8V) 把 5” 分 割 而 成 的 那 两 个 连通 开 集 . 
这 说 明 h(V) 是 5" 的 开 集 ， 而 且 h(x) e h(V) Ch(U). 

因此 A(D) 是 S" 的 开 集 . 口 

习题 5.6 试用 推论 5.8 来 证 明 : ”5" 不 可 能 舱 入 R”. 

习题 5.7 试 证 明 : 不 同 维 数 的 流 形 不 可 能 同 胚 . (一 个 nn 维 流 
形 是 一 个 Hausdorf 空间 ， 其 每 一 点 都 有 邻 域 同 胚 于 R". ) 
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本 节 的 目的 ， 是 把 映射 所 诱导 的 同调 同 态 娩 到 映射 锥 的 一 个 正 
合 序列 中 去 . 这 在 计算 上 常 有 用 处 ， 特 别 是 当 在 一 个 空间 上 粘贴 一 
个 胞 腔 时 ， 计 算 同 调 群 发 生 了 什么 变化 . 


6.1 贴 空间 


拓扑 学 中 构 作 新 的 空间 时 ， 常 用 商 空间 ， 我 们 复习 其 定义 与 常 
用 性 质 . 

定义 6.1 设 X 是 拓扑 空间 ~ 是 和 中 的 一 个 等 价 关 系 ， 
则 X 被 分 解 为 一 些 等 价 类 的 并 . 设 Y := X/ ~ 是 等 价 类 的 集合 ， 
7: 关 一 Y 是 投射 规定 子 集 VCY 为 开 集 当 且 仅 当 m-!(V) 是 六 
中 的 开 集 ， 这 样 使 Y 成 为 一 个 拓扑 空间 ， 称 为 六 关于 这 个 分 解 的 
商 空间 . 我 们 通常 说 Y 是 把 XX 中 每 个 等 价 类 捍 成 一 点 所 得 的 空间 ， 
如 果 f :X 一 Z 是 喘 射 ， 把 每 个 等 价 类 喘 成 一 个 点 ， 则 f 在 商 空 间 
上 上 所 给 出 的 函数 :YY 一 Z 是 连续 的 ， 称 为 1 所 给 出 的 映射 . 

一 个 满 映射 : X 一 Y 称 为 商 映 射 , 如 果子 集 V CY 为 开 集 当 
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且 仅 当 z-!(Y) 是 X 中 的 开 集 ， 显然 这 时 Y 同 胚 于 把 X 中 每 个 原 
像 集 p71(y) 捍 成 一 点 所 得 的 商 空间 . 
事实 6.1 设 p:X 一 Y 是 满 喘 射 , 如 果 XX 是 紧 的 ，Y 是 


Hausdorff 空间 ， 则 p 是 商 喘 射 . 口 
事实 6.2 设 p:XX 一 Y 是 商 喘 射 . 则 乘积 映射 pxidr :XxI 一 
Y x 了 I 也 是 商 喘 射 . 口 


定义 6.2 设 X 是 拓扑 空间 ， 4 是 其 子 空间 ，f :4 一 Y 
是 映射 ， 在 拓扑 空间 的 不 交 并 XUY (X 与 Y 互 不 相交 地 拼 在 一 
起 ， 各 自 成 为 一 个 开 子 集 ) 上 ， 把 每 一 点 a € 4 与 其 像 点 f(a) EY 
等 同 起 来 ( 换 句 话说 ， 由 a ~ f(a), Ya es 4, 生成 一 个 等 价 关 系 ) 所 
得 的 商 室 间 ， 称 为 用 映射 了 把 X 粘贴 到 Y 上 去 所 得 的 空间 ， 简 称 
X24 玫 Y 的 贴 空间 , 记 作 YUsX 或 XUpY (含义 不 会 混淆 ， 从 
粘贴 映射 了 : 4 一 Y 就 知道 谁 粘 到 谁 上 面 ). Y 自然 地 含 入 YUsX 
作为 子 空间 . ( 为 什么 ? ) X 一 般 不 是 YUs X 的 子 空间 ， 因 为 商 映 
射 +:XUY 一 YujX 在 X 上 有 粘 合 不 是 一 对 一 的 . 

事实 6.3 设 X,Y 都 是 正规 空间 (Hausdorf 空间 ， 而 且 任意 两 
个 不 相交 的 闭 集 都 能 有 不 相交 的 邻 域 )) 4 是 XX 的 闭 子 空间 ， 则 贴 空 
间 YUs X 是 正规 空间 . 口 

例 6.1 nn 维 欧 几 里 得 空间 中 的 单位 球体 D" 通常 称 为 n 维 闭 
胞 腔 ， 其 内 部 Pt D" = D" - S":! 称 为 n 维 ( 开 ) 胞 腔 ， 设 有 从 D” 
的 边缘 5S"-! 到 空间 X 的 喘 射 f :5-1 一 XX. 用 f 把 球体 Dr 粘贴 
到 X 上 去 得 到 的 空间 XU D” 称 为 X 贴 上 维 胞 腔 , f 称 为 其 粘 
贴 映射 . 粘贴 胞 坚 是 构筑 空间 的 基本 方法 . 

例 6.2 设 X 是 拓扑 空间 ，4 是 其 子 空间 ，X2D 4 一 pt 的 贴 
空间 ， 也 就 是 在 X 中 把 4 捏 成 一 点 所 得 的 空间 ， 记 作 X/4. 把 柱 形 
久 xT 的 上 底 匀 x1 捍 成 一 点 所 得 的 空间 苹 xI/X x1 称 为 X 上 的 
锥 形 , 记 作 CX. 

例 6.3 设 广 大 一 了 是 映射 ，XxTD5Xx0- 和 7 的 贴 空间 
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称 为 f 的 映射 柱 Zf. 

例 6.4 设 /:X 一 了 是 映射 ， CXD Xx0- 生 Y 的 贴 空间 
Cf :=YUs CX 称 为 f 的 映射 锥 (图 1.9). 它 也 可 以 看 成 是 把 映射 柱 
Zf 的 上 底 X x 1 提成 一 点 而 得 . 


从 < 
db No 


CHD 7 
r 
图 1.9 映射 锥 


空间 X 到 单 点 空间 的 喘 射 X 一 pt 的 映射 锥 ， 也 就 是 把 柱 形 
X xz 了 的 上 底 和 xl1 和 下 底 Xx0 分别 捏 成 两 个 点 所 得 的 空间 ， 称 
为 和 上 的 双 角 锥 (suspension), 记 作 2X. 我 们 计算 球面 的 同调 群 时 
实际 上 就 是 把 球面 看 成 其 赤道 上 的 双 角 锥 ， 5" = 25"-! = >"50. 

映射 柱 和 喘 射 锥 在 同 伦 论 里 很 有 用 ， 它 们 把 映射 的 研究 转化 为 
空间 的 研究 . 

映射 柱 ZF 以 其 下 底 Y 为 形变 收缩 核 . 把 其 上 底 X x 1 看 成 
X, 则 在 同 伦 的 意义 下 ， 研 究 喘 射 有 : X 一 了 归结 为 研究 含 入 喘 射 
X21f. 

映射 锥 Cf 有 以 下 的 性 质 : 

(1) 映射 f: 关 一 Y 零 伦 (f = const ) 当 且 仅 当 喘 射 锥 Cf 以 Y 
为 收缩 核 . 

(2) 映射 同 伦 f 之 g :XX 一 YY, 则 喘 射 锥 同 伦 等 价 Cf ~ Cg. 

(3) 映射 是 同 伦 等 价 :XX 一 Y, 则 映射 锥 可 缩 Cf ~ pt ，( 逆 定 
理 对 不 对 ? ) 

思考 题 6.1 按照 我 们 的 定义 ， 关 D0 一 Y 的 贴 空间 就 是 不 交 
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并 XUY. 那么 在 和 上 贴 一 个 0 维 胞 腔 是 什么 意思 ? XX/0 “把 空 集 
捏 成 一 点 ”是 不 是 “凭空 捏造 一 点 ”? 空 集 上 的 锥 形 C9 又 是 什么 意 
思 ? 

习题 6.2 证 明 ， 对 任意 拓扑 空间 X, 锥 形 CX 总 是 可 缩 的 . 

习题 6.3 设 X,Y 是 拓扑 空间 . 把 XxTxY 粘贴 到 不 交 并 
XUY 上 去 ， 粘 贴 映射 是 (z,0,y) 一 z, (z,1,y) 局 y, 所 得 的 贴 空间 
称 为 X 与 Y 的 统 联 , 记 作 XX*Y. 它 是 由 空间 X,Y, 以 及 把 每 一 
点 z EX 连 到 每 一 点 yeEY 的 互 不 相交 的 填 些 开 线段 所 组 成 的 ,证 
明 : 双 角 锥 2X 同 胚 于 统 联 5? * X. 


6.2 映射 的 简约 同调 序列 


在 下 面 的 定理 中 ， 我 们 把 映射 锥 Cf =Y Us CX 看 成 两 部 分 的 
并 , 下 部 C_f=YUsXx [0,3] 和 上 部 Cj/f=Xx [51] /Xx 1; 


把 这 两 部 分 的 交 闵 x 3 看 成 X 在 Cf 中 的 拷贝 ，CL7 其 实 是 的 
映射 柱 ， 而 C+f 是 XX 上 的 外形 . 
定理 6.4 设 / :X 一 了 是 映射 ， 则 有 长 正 合 序列 


仿 所 (X) 太 所 (7) 福 所 (Cf) 今 所 -1(X) 一 ， 


其 中 e :YY 一 Cf 是 含 入 映射 ， 4, 是 耦 {C_f,C+f} 的 简约 同调 
Mayer-Vietoris 序列 的 边缘 同 态 . 

证 明 看 耦 {C_f,C4f} 的 Mayer-Vietoris 正 合 序列 (根据 推论 
4.12). 由 于 C4f 是 可 缩 的 ， 到,(C4f) = 0, 所 以 这 序列 是 下 面 图 表 
中 第 一 行 的 样子 ， 

一 (Cf) 全 BX) … 


| "I: | | 


XY) 皇 所 (cj 从 所 -一 六 
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这 个 图 表 中 未 标明 的 箭头 都 是 含 入 喘 射 所 诱导 的 同 态 ; 7 : C_f 一 了 


是 形变 收缩 (想象 C_f 向 下 压缩 成 Y), 所 以 垂直 的 箭头 是 一 对 互 逆 
的 同 构 ， 这 图 表 是 交换 的 ， 所 有 的 方块 在 映射 的 水 平 上 是 交换 的 ， 
所 以 在 同调 的 水 平 上 也 是 交换 的 . 因此 从 这 交换 图 表 的 第 一 行 正 合 
得 知 第 二 行 也 是 正 合 的 . 口 
思考 题 6.4 这 个 同调 序列 的 自然 性 应 该 怎么 提 法 ? 设 下 面 的 
映射 图 表 里 左 面 方块 是 交换 的 ; 
a 
人 岂 : 人 
| ? 
Rs yi OF 
我 们 可 以 作出 喘 射 8: Cf 一 Cf' 使 得 右面 的 方块 也 交换 ， 它 是 映射 
CExDU7- 2 全 (XI xDDUY' 过滤 到 喘 射 锥 上 所 给 出 的 . 由 
此 我 们 能 不 能 得 到 同调 序列 之 间 的 一 个 交换 图 表 ? 
推论 6.5 设 4cX. 则 有 长 正 合 序列 
一 所 (XX) 一 所 (XUC4) 名所 (4 一 …， 
其 中 XUC4 是 在 X 的 子 空间 4 上 添 作 锥 形 C4 而 得 的 空间 . 
证 明 XUC4 就 是 仿 入 映射 i: 4 一 X 的 映射 锥 . 口 
推论 6.6 对 于 空间 X 的 双 角 锥 5X, 有 同 构 A, : 记 +i(2X) s 
所 (X). 它 的 道 同 构 cx : 所 (X) 兰 所 1(2X) 称 为 双 角 锥 同 构 . 
证 明 2X 是 点 映射 和 一 pt 的 映射 锥 ， 而 瓦 (pt ) = 0. 口 
习题 6.5 设 f:X 一 Y 是 映射 映射 fxidr:XxI 一 Y xI 
在 双 角 锥 上 给 出 一 个 映射 Bf : 2X 一 YY. 试 证 明 我 们 有 交换 图 表 


总 (X) 一 bri(ZX) 


| | (2f). 


Oo. 


Hi(Y) =E™ oti(®Y) 
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6.3 粘贴 胞 腔 


映射 锥 的 一 个 重要 情形 是 粘贴 胞 腔 . 设 有 从 D" 的 边缘 S" 到 
空间 XX 的 映射 :5"-! 一 XX. 由 于 锥 形 CS"-:! 与 D"* 同 胚 ， 所 以 映 
射 锥 Cf 就 是 贴 空间 XU D". 

在 /的 简约 同调 序列 中 把 及 ,(5"!) ( 见 定理 5.1) 代入 ,立即 得 
到 

推论 6.7 对 于 Dn 2 S"-1- 人 X, 有 

(1) B,(X Us D") = H(X), 当 q#n,n—1l. 

(2) 正 合 序列 


二 ~ A。 二 TV 
0 一 所 (2 一 瓦 (UDn) 环 页 -09 一 
F(X)— Hn_i(X Us Dn) 一 0， 


注意 其 中 的 瓦 -1(S"-0) 兰 2 口 
由 此 可 见 ， 烙 贴 一 个 n 维 胞 腔 的 结果 ， 维 同调 群 可 能 不 变 也 
可 能 与 2 作 直 和 ; n 一 1 维 同 调 群 可 能 不 变 也 可 能 变 成 以 循环 子 群 
为 核 的 商 群 ; 其 余 各 维 同调 群 都 不 变 . 要 从 扩 ,(X) 得 到 甩 ,(XUsD")， 
关键 是 把 粘贴 映射 所 诱导 的 同调 同 态 六 : i._1(5"-!) 一 Hn-1(X) 
这 个 推论 6.7 是 以 后 计算 胞 腔 复 形 的 同调 的 出 发 点 . 
例 6.5 环 面 7T? = S51 x S51 是 把 实心 正方 形 的 两 对 对 边 分 别 顺 
向 全 合 而 成 ， 如 图 1.10. 空心 正方 形 的 两 对 对 边 分 别 顺 向 全 合 ， 所 
得 是 S1v 51, 其 简约 同调 已 经 算出 ( 例 4.3), 除 甩 =2Ze@2 外， 其 
他 维 数 全 是 0. 72 是 在 S1v S! 上 再 粘贴 一 个 2 维 胞 腔 ， 其 粘贴 映 
射 f: 51 一 Sl1v 51 在 两 个 5S1 上 都 正 反 向 各 绕 一 图， 所 以 在 简约 同 
调 上 f=0. 从 推论 6.7 得 到 正 合 列 
0— Ho(S1V S1)— Ha(T?)— Z— Hi(S1V S51)— Hi(T’)— 0. 


42 第 一 章 奇异 同调 


由 此 得 到 
H2(T?) = 2, Hi(T?)=2Z@2, Ho(T?) = 2 
其 余 的 Hi(T?) = 0. 


a 


v vv 
a 
a 
全 一 人 本 
bA 
vv a Uv 


图 1.10 从 正方 形 做 成 环 面 


习题 6.6 根据 闭 曲 面 的 拓扑 分 类 定理 ， 计 算 它 们 的 同调 群 . 

* 习 题 6.7 把 51 看 成 复数 平面 上 的 单位 圆 ，1 是 它 与 正 实 轴 的 
交点 . 在 实心 环 耻 = 51 x D? 的 表面 T2 = 51 x S1 上 ,圆周 S1 x1 
称 为 V 的 纬 圈 (longitude) 和 , 圆周 1 x 51 称 为 Y 的 经 圈 (meridian) 
4. 根据 例 6.5, 它们 代表 的 同调 类 内 ,四 组 成 页 (72) 的 基 . 

设 p,q 是 两 个 整数 .定义 映射 
foa: 31 一 T2， eig | (eipg， eia0). 
当 p,q 互 素 时 fp,a 是 戏 入 ， 其 像 pq = fp,a(S1) 称 为 T? 上 的 (p,q) 
曲线 ， 试 证 明 : ?os 代表 的 同调 类 是 p[A] + gl]. 
* 习 题 6.8 设 p,q 是 互 素 的 自然 数 ， 则 存在 整数 s,t 使 得 


5 
det 一 外 . 
t gq 


取 两 个 实心 环 Vi,W, 它们 的 表面 记 作 72,7T2. 定义 一 个 同 胚 映射 
ns T? 2 T2, (ei0, ei$) (ei(s0+p9) ei(t0+q®$)), 

它 把 页 的 经 圈 变 成 到 的 (p,q) 曲线 通过 同 胚 刀 把 Vi, WW 的 表面 

粘 合 起 来 得 到 的 空间 Vi Un V2 称 为 透镜 空间 L(p,q). 试 计算 它 的 同 

调和 群 . 
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6.4 射影 空间 的 同调 群 


实 射影 空间 RP" 是 一 种 常见 的 空间 ， 有 几 种 互相 等 价 的 定义 
方法 : 

(1) n+1 维 实 空间 中 过 原点 的 所 有 直线 组 成 的 空间 . 换 句 话说 ， 
在 R"+1 一 0 中 定义 等 价 关系 (z0,z1,… ,zn) ~ 入 (Zo,z1,… ,zn), 对 任 
意 实数 和 冯 0, 所 得 的 商 空 间 称 为 ” 维 实 射影 空间 RP”. 或 者 说 ， 
RP"* = R"+i1—0/{r~ Mr, VA#F0E R,VrE R"t!—0}. 

(2) n 维 球面 上 把 每 一 对 对 径 点 和 登 合成 一 点 所 得 的 空间 也 就 是 
说 , RP" = S"/{z~ -zz Vz € 5S"}. 这 是 我 们 以 后 常用 的 说 法 ， 重 
合 喘 射 记 作 rm : 38" 一 RP". 

(3) n 维 实心 球 (D" 看 成 5* 的 上 半球 面 ) 把 边缘 上 的 每 一 对 对 
径 点 重合 成 一 点 所 得 的 空间 . 亦 即 RP* = D"/{z ~ -zx, Vz € 5 1}. 

这 三 种 定义 方法 的 等 价 性 是 显而易见 的 ， 从 第 三 种 定义 ， 我 们 
可 以 把 RP" 看 成 是 在 忌 P"-: 上 烙 贴 一 个 维 胞 腔 而 得 ,粘贴 映射 
正好 是 x_i : 5"-1 一 RP"-1. 

射影 直线 RP! 是 把 圆周 的 对 径 点 笃 合 起 来 , 仍 同 胚 于 圆周 . 所 
以 HH,(RP!) 是 已 知 的 . 符合 映射 ro : 51 一 RP! 是 绕 RP! 两 圈 ， 
度 deg = 2. 

射影 平面 RP? 是 把 实心 圆 的 圆周 上 对 径 点 舍 合 起 来 ， RP? = 
RP! Ur D?. 从 推论 6.7 得 到 正 合 列 

0 一 > Hs(RP’?) 一 - 2 — 2Z — Hi(RP’?) 一 ~ 0. 
由 此 得 到 
Ho(RP?)=0, Hi(RP’?)= 2Z2, hl(RP’)= 2, 


其 余 的 Hy(RP?) = 0. 
3 维 射影 空间 的 同调 群 也 可 以 计算 。 RP3 = RP? Ux, D3. 由 
于 有 (RP?) = 0, 从 推论 6.7 得 到 正 合 列 
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0 — Hs(RP’) — 2Z 一 ~- 0 — Ha(RP’) 一 = 0. 
由 此 得 到 
Hs3(RPS)= 2Z, Ho(RP3)=0, Hi(RP3)= 2Z2, Ho(RP3)= 2, 

其 余 的 (RP3) = 0. 

再 提高 一 维 ， 计 算 4 维 射影 空间 的 同调 群 时 ， 我 们 需要 知道 同 
态 rta)* : Es(S3) 一 Ha(RP3), 留待 以 后 再 说 . 

复 射影 空间 CP” 也 是 一 种 常见 的 空间 ， 也 有 几 种 互相 等 价 的 
定义 方法 : 

(1) mn 十 1 维 复 空间 中 过 原点 的 所 有 复 直 线 组 成 的 空间 ， 换 句 话 
说 ,在 C”” 一 0 中 定义 等 价 关 系 (z0,z1,… ,zn) ~ 和 (20, 21,… zn) 
对 任意 复数 和 冯 0, 所 得 的 商 空 间 称 为 n 维 复 射 影 空间 CP". 或 者 
说 ，CP"*= Ct -0/{z~Xz,VA#0EC, VzeEC"t! 0}. 

(2) 2n+1 维 球面 上 把 一 族 圆 周 中 的 每 一 个 释 合 成 一 点 所 得 的 空 
间 . 具体 地 说 , 把 52"+1 看 成 {z = (z0,z1,… ,zn) E Cn+l | zl2 = 1); 
定义 CP" = S52n+1/{z ~ eifz, VO € R, Vze S27*+1}. 这 是 我 们 以 后 
常用 的 说 法 ， 倒 合 映射 记 作 ro : S2n+1 一 CP". 

(3) 2n 维 实心 球 把 边缘 上 一 族 圆周 中 的 每 一 个 全 合成 一 点 所 得 
的 空间 ， 亦 即 把 D?” 看 成 S?n"+1 中 最 后 一 个 坐标 z 是 非 负 实数 的 
部 分 {(z, (1 一 lz 风 旬 ee Cn xC|z = (20,.…, zn-1) € C™, zl < 1); 
那么 当 zn 关 0 时 , 每 个 圆周 {ei9z} 与 D2n 只 交 于 一 点 , 所 以 CP" = 
Da2n/{z ~ eidz', YO € R, Vz' e S20=2}. 

这 三 种 定义 方法 是 等 价 的 . 从 第 三 种 定义 , 我 们 可 以 把 CP" 看 
成 是 在 CP" : 上 粘贴 一 个 2n 维 胞 腔 而 得 , 粘贴 映射 正好 是 rw,_i) : 
S2n-1 一 OP"n-l. 

复 射影 直线 CP! 就 是 复数 球面 CU {oo0}, 同 胚 于 52， 所 以 
且 :(CP') 是 已 知 的 , 

习题 6.9 计算 复 射 影 空间 CP" 的 同调 群 . 
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我 们 已 经 简单 明快 地 定义 了 拓扑 空间 的 同调 群 ， 并 讨论 了 其 基 
本 性 质 . 同调 群 的 概念 在 应 用 于 各 种 拓扑 问题 的 过 程 中 得 到 发 展 ， 
产生 了 一 些 推广 ， 犹 如 音乐 中 的 变奏 . 本 章 介绍 这 些 延 伸 ， 请 读者 
随时 注意 与 上 一 章 的 异同 与 联系 ， 凡是 与 上 一 章平 行 的 论证 我 们 将 
要 求 读 者 自己 来 做 ， 以 加 深 理解 . 
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一 个 拓扑 空间 X 与 它 的 一 个 子 空间 4 放 在 一 起 ， 称 为 一 个 拓 
扑 空间 偶 (X, 4). 拓扑 空间 偶 之 间 的 映射 /: (X, 4) 一 (7, B), 意思 是 
映射 六 :和 一 工 满足 f(4) Cc B. 空间 偶 映 射 的 同 伦 f = 9 : (X 4) 一 
(Y, B), 则 是 指 存在 联结 /,g 的 同 伦 FF:(X x 了 ,4 x7) 一 (Y,B). 

拓扑 空间 偶 ， 以 及 它们 之 间 的 连续 映射 ， 在 通常 的 复合 规则 之 
下 ， 组 成 一 个 范畴 ， 简 称 为 “拓扑 空间 偶 的 范畴 ”， 以 后 写成 {空间 
偶 ， 喘 射 }. 


1.1 空间 偶 的 相对 同调 群 


定义 1.1 设 (X,4) 是 空间 偶 . Sa(X) 自然 地 包含 54(4) 为 子 
群 ， 空 间 偶 (X, 4) 的 9 维 奇异 链 群 定义 为 商 群 


Su(X, A) := Sa(X)/Sa(A). 


边缘 算 子 6, : So(X) 一 Ss-1(X) 把 子 群 So(4) 映 入 54-1(4), 它 在 


46 ”第 二 章 相对 同调 与 上 同调 


商 群 上 诱导 的 同 态 So(X)/54(4) 一 54-1(X)/54-1(4) 称 为 空间 偶 
(X, 4) 的 边缘 算 子 2 : So(X,4) 一 So-1(X, 4)， 显 然 两 次 边缘 仍 
为 零 ， 空 间 偶 (X, 4) 的 相对 奇异 链 复 形 定义 为 


S,(X, A) := {So(X, A), 0,}. 


我 们 有 时 简单 写成 5,(X, 4) = 5,(X)/S.(4). 链 复 形 5,(X, 4) 的 同 
调 群 称 为 空间 偶 (X, 4) 的 相对 奇异 同调 群 , 记 作 


H,(X, A) := H,(S,(X, A)). 


空间 偶 (X, 4) 的 相对 闭 链 、 相 对 边缘 链 、 相 对 同调 类 等 等 ， 就 是 指 
5S:(X,4) 的 闭 链 、 边 缘 链 、 同 调 类 等 等 . 

定义 1.2 设 f : (X,4) 一 (Y,B) 是 空间 偶 的 映射 ， 链 映射 
庚 : Sx:(X) 一 5S:(Y) 把 子 链 复 形 5S,(4) 映 入 5,(B), 在 商 群 上 诱 
导 的 同 态 {所 : Ss(X,4) 一 Sg(Y, B)} 仍 与 边缘 算 子 可 交换 ， 称 为 
1 : (X,4) 一 (了,B) 所 诱导 的 相对 链 映 射 所 : 5S,(X, 4) 一 5,(Y, B). 
映射 有 : (X,4) 一 (Y, B) 所 诱导 的 相对 同调 的 同 态 族 : H,(X, 4) 一 
HH,(Y, B), 就 是 指 链 映 射 有 5 : 5,(X, 4) 一 5,(Y,B) 所 诱导 的 同调 同 
态 (f#)* : H,(S,(X, A)) 一 H,(S,(Y, B)). 

这 样 ， 我 们 得 到 从 拓扑 空间 偶 的 范畴 到 链 复 形 的 范畴 的 相对 链 
函 子 5, : {空间 偶 ， 映 射 } 一 { 链 复 形 ， 链 映射 } 和 到 分 次 Abel 群 范 
旺 的 相对 同调 函 子 到, : { 空间 偶 ， 了 映射 } {分 次 群 ， 同 态 }. 

单个 的 拓扑 空间 和 也 可 以 看 成 一 个 空间 偶 (已 从, 所 以 空间 的 
范畴 {空间 , 映射 } 可 以 看 成 空间 偶 范畴 {空间 偶 , 映射} 的 子 范畴 . 
我 们 现在 做 的 , 就 是 把 奇异 链 、 奇异 同调 等 等 从 空间 推广 到 空间 偶 . 

注 记 1.1 相对 链 复 形 5,(X, 4) 的 基 是 集合 {X 中 奇异 单 形 } 减 
去 {4 中 奇异 单 形 }, 所 以 一 个 链 zj € So(X, 4) 也 可 以 看 成 X 上 的 
链 , 但 是 忽略 (不 去 注意 ) 它 在 4 中 奇异 单 形 上 的 系数 . 它 在 (X 4) 
的 边缘 8(X4)6, 是 从 它 在 X 上 的 边缘 9xzy 忽略 其 在 4 中 奇异 
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单 形 上 的 部 分 而 得 ， 所 以 5 是 相对 闭 链 当 且 仅 当 它 在 X 上 的 边缘 
0X,4)6, 整个 落 在 4 中 . 
映射 : (X, 4) 一 (YB) 诱导 的 链 映 射 f4 : 5.(X, 4) 一 5,(Y,B)， 
是 把 链 ze 5(X, 4) 先 看 成 X 上 的 链 映 到 Y 上 的 链 /六 (zj), 然后 
把 其 在 B 中 奇异 单 形 上 的 部 分 咯 去 . 
习题 1.1 设 (X, 4 是 空间 偶 ， 设 X = LU XA 是 X 的 道路 连 


通 支 分 解 ， 4A、 = A4NXa. 证 明 ， 有 直 和 分 解 


:(X,A) = PD HX, A)). 
和 AE 人 
思考 题 1.2 在 每 个 维 数 g 有 链 群 的 直 和 分 解 So(X) = So(4) @ 
Sa(X, 4). 我 们 能 不 能 说 有 链 复 形 的 直 和 分 解 5, (X) = 5,(A)®@S;(X, 4) 
从 而 有 同调 群 的 直 和 分 解 HH.(X) = H,(4) @®@ H,(X, A)? 
从 以 上 的 定义 知道 ， 对 于 空间 侦 (X, 4) 总 有 链 复 形 的 短 正 合 序 
列 
人 


其 中 i: 4 一 关 和 j:(X,0) 一 (X,4) 都 是 含 人 映射 ， 对 于 空间 偶 的 
映射 7: (X, 4) 一 (YB) 总 有 链 复 形 与 链 映射 的 交换 图 表 


站 1 
| | | 
0—~ SB BAF) Bu(Y Bj 


所 以 我 们 有 
定理 1.2 (空间 偶 的 同调 序列 ) 设 (X,4) 是 空间 偶 ， 则 下 面 的 
同调 序列 


0, 。 ). 0, i, 
HA HA 
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是 正 合 的 . 口 


与 单个 空间 不 同 的 是 ， 对 于 空间 偶 的 “简约 ”相对 同调 没有 给 
出 新 的 东西 ， 因 为 两 个 商 链 复 形 5S,(X)/5,(4) 与 忆 (X)13 (4) 完全 
相同 . 把 定理 1.2 中 的 同调 群 都 换 成 简约 同调 群 ， 所 得 的 “简约 同调 
序列 ” 仍 是 正 合 的 ， 也 就 是 说 ， 有 

推论 1.3 (空间 偶 的 简约 同调 序列 ) 设 (X, 4) 是 空间 偶 ， 则 有 
下 面 的 正 合同 调 序列 

XA) 

注 记 1.4 空间 偶 同调 序列 中 的 边缘 同 态 

0, : Ha(X, A) — Ha-_1(A) 


可 以 描述 如 下 (参看 图 2.1). 设 相对 闭 链 ze Zs(X, 4) 是 同调 类 [ 引 | e 
Ha(X, 4) 的 代表 则 z 作为 (X, 4) 的 奇异 链 ， 可 以 看 作 X 上 的 
奇异 链 (在 4 中 奇异 单 形 的 系数 随便 取 ); 而 作为 相对 闭 链 ， 它 在 
X 上 的 边缘 0Xz 必须 落 在 4 中 . 容易 看 出 0Xz € 2Z4_1(4), 因为 
04(0Xz) = 0X(0Xz) =0. 同调 类 [6x 悦 e Hs_1(4) 就 是 9,([ 引 ). 


图 2.1 空间 偶 同 调 序列 中 的 边缘 同 态 


例 1.1 设 zo 是 空间 X 的 一 个 点 ， 则 HH,(X,z0) 兰 应 ,(X)， 
例 1.2 相对 同调 群 
Z， 当 gg=n, 


Ha(D", "1) es Bis!) oe | 
0， 当 gn. 
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定理 1.5 (空间 偶 同 调 序列 的 自然 性 ) 设 /:(X,4) 一 (Y,B) 是 
空间 偶 的 映射 则 有 下 面 的 交换 图 表 : 


HA) aX) HX, A) Hei(A) 


a ‘| /. / | 


: 2 H(B) Ha(Y) 2 HolY, B) 2 Hai(B) -< .OO 


定理 1.6 ( 同 伦 不 变性 ) 同 伦 的 呐 射 /之 gy:(X,4) 一 (7,B) 诱 
导 相 同 的 同调 同 态 f= gr : Hi(X,4) 一 HH,(Y,B). 

证 明 设 了 : (XxT,A4x 了 一 (Y,B) 是 联结 f,g 的 同 伦 ， 请 
读者 重 温 上 一 章 定理 3.8 的 证 明 ， 把 它 相 对 化 . 关键 的 地 方 是 ， 当 
时 在 (B) 段 中 构 作 的 链 同 伦 已 : Se(X) 一 54r1(X x 了 ) 同时 把 So(4) 
映 入 Sgr1(4 x 站 , 所 以 给 出 相对 链 同 伦 P : wo# 守 0# : Sx(X, A) 一 
S,.(X x 1,AxT). 口 

推论 1.7 ( 同 伦 型 不 变性 ) 设 拓 扑 空间 偶 (X 4) 与 (Y, B) 有 相同 
的 同 伦 型 ，(X, 4) = (Y, B). 则 它们 的 相对 同调 群 同 构 ， 五 :(X, 4) 兰 
H,(Y, B). 


1.2 切除 定理 


定理 1.8 (切除 定理 )” 设 (X, 4) 是 空间 偶 , 子 集 W c 4 使 
丈 c Int 4. 则 含 入 映射 i: (X 一 WA4 一 W) 一 (X,4) 诱导 相对 同调 
群 的 同 构 


口 | 


i :HX=W,A-W)— (XA). 


定理 的 名 称 可 以 从 图 2.2 去 体会 从 X 与 4 中 同时 把 W 切 
去 . 其实， 换 一 个 角度 ， 这 定理 是 下 面 定 理 的 推论 。 (把 关 -W 改 
写成 X1, 把 4 改写 成 庆 , 则 Int Xi1UInt Xz = X, 所 以 根据 上 一 章 定 
理 3.13, {Xi, X2} 是 Mayer-Vietoris 耦 . ) 
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EY Y 


图 2.2 切除 定理 


定理 1.9 设 Xi, Xo 是 X 的 子 空间 . 那么 ，{Xi1,X2} 是 Mayer- 
Vietoris 耦 的 充分 必要 条 件 是 ， 含 入 映射 站: (Rn X2) 一 (XI1U 
X2;, X2) 诱导 相对 同调 群 的 同 构 
i 


证 明 为 排版 方便 起 见 , 记 S4 (X) := 5,(X1)+S,(X2). 注意 , 商 
链 复 形 S+(X)/S,(X2) = S,(X1)/S:(X1) NS,(X2) = S,(X1)/S.(X1N 
X2) = 5,(X1,X1 nn Xz). 在 链 复 形 偶 (5S4(X), 5,(X2)) 的 正 合同 调 序 
列 中 作 这 个 替换 ， 我 们 得 到 正 合 序列 的 交换 图 表 
— Ha(X2)— Ha(S+(X)) — Ha(X1, XiN Xo) > Hg_i(X2) 一 


| | | | 


— Ha(X2) — Ha(X1U Xo) — Ha(X1U Xo, X2) Hy_1(X2) — 


其 中 没有 标记 的 箭头 都 是 含 入 映射 所 诱导 . 然后 用 “五 引 理 ”就 得 到 
本 定理 的 结论 . 口 

这 个 定理 说 明 , 切除 定理 1.8 与 上 一 章 的 Mayer-Vietoris 定理 4.8 
本 质 上 是 一 回 事 . 

思考 题 1.3 设 (X, 4) 是 空间 偶 ， {A1, 42} 是 Mayer-Vietoris 
灯 ， 试 建立 相对 Mayer-Vietoris 序列 

(XA1n 42) 攻 [1(X,41)@ Hi(X, hz) 妨 


:pe I ER 
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下 面 的 定理 说 明 相 对 同调 群 与 绝对 同调 群 的 关系 . 
定理 1.10 设 (X,4) 是 空间 偶 ， 4 非 空 ， C4 表示 子 空间 4 
上 的 锥 形 ， 则 
H.(X, A) S H,(X UCA). 


证 明 看 空间 偶 (XUCA,C4), 如 图 2.3. 首先 , H, (XUCA4,C4) 兰 


互 ,(XUCA). 这 是 因为 在 空间 偶 (XUCA4,C4) 的 简约 同调 序列 中 ， 
锥 形 C4 是 可 缩 空 间 ， 其 简约 同调 fH,(C4) = 0. 


图 2.3 相对 同调 群 与 绝对 同调 群 的 关系 


其 次 ， 恨 据 切除 定理 1.8 我 们 可 以 从 空间 偶 (XUC4,C4) 中 切 
除 上 半 锥 W = (4x [3, 卫 )/(4 x {1}), 切除 后 的 空间 偶 是 (XU4 x 
[0, 雪 ), 4 x [0, 当 )); 后 者 以 空间 偶 (X, 4) 为 形变 收缩 核 ， 根 据 同 伦 型 
不 变性 (推论 1.7) 它们 有 相同 的 相对 同调 群 。 所 以 


3))  H,(X, A). 


2 
口 
思考 题 1.4 ”怎样 把 空间 偶 (X, 4) 的 简约 同调 序列 (推论 1.3) 
和 含 入 映射 4 一 X 的 简约 同调 序列 (第 一 章 推论 6.5) 联系 起 来 ? 
例 1.3 设 纺 是 以 a0,a1,…,an 为 项 点 的 nn 维 闭 单 形 , 以 5 记 其 
边缘 . 显然 空间 偶 ( 纪 , 5n) 同 胚 于 (D", Sm 1). 线性 奇异 单 形 (aoal … 


H,(XUCA,CA) n(x UAx [0.3),4 x 
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an) : An 一 5% 的 边缘 落 在 各 中 ， 所 以 它 是 空间 偶 (ssn) 的 相对 奇 


异 闭 链 . 我 们 来 证 明 其 同调 类 [ao1…an] 是 Hn(54,5n) 宇 Z 的 生成 
元 . 

对 n 作 归纳 法 ， 当 n=0 时 易 见 是 正确 的 , 对 郊 > 0, 记 丈 -1 为 
以 CI ,On 为 顶点 的 n—l1 维 闭 单 形 ， 记 A 为 以 Q0 为 顶 以 | 为 
底 的 锥 形 ， 看 下 面 这 些 同调 同 态 

Hn (Bn, én) Bl(sn) SH -an A) Hn itn). 
第 一 个 是 空间 偶 (5, sr) 的 简约 同调 序列 中 的 边缘 同 态 ， 第 二 个 是 
空间 偶 (sw A) 的 简约 同调 序列 中 的 同 态 ， 第 三 个 是 切除 同 态 ( 见 定 
理 1.9), 全 是 同 构 . 根据 注 记 1.4, 我 们 算得 
i jr0,([ao “0 an]) = [ai 5 an] EH it i). 
由 此 就 可 以 完成 归纳 法 . 口 
[oo)oar0) 让 Qnr(n)] = (sgn T)[aoal 站 am] E Hn (5n, $n), 

这 里 sgnr = 土 ] 由 置换 7 的 奇偶 性 决定 . 

我 们 只 需 证 明 ， 当 r 是 相 邻 两 数 i, i 十 1 对 换 时 此 式 成 立 ， 
0 <i<n. 这 时 边缘 钮 

有 
十 (一 虽 计 2(oo .aioiti an) 
十 落 在 5 中 的 各 项 . 
所 以 在 同调 群 中 
oi WN A pW I 口 

习题 1.5 计算 /1.(X, 4): (1) X= 52, 4 是 其 赤道 ， (2) X = 

M5bius 带 , 4 是 其 边缘 . 
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习题 1.6 设 有 空间 偶 的 映射 /: (X, 4) 一 (Y, B), 使 得 :六 一 
Y 和 f|4 :4 一 B 都 是 同 伦 等 价 。 (但 是 f:(X,4) 一 (YB) 不 必 是 
空间 偶 的 同 伦 等 价 ， 例 如 含 入 喘 射 (D",5™-!) 一 (D",D" 一 0) 就 不 
是 空间 偶 的 同 伦 等 价 . ) 试 证 明 f, : H,(X,4) 一 H(Y, B) 是 同 构 . 

习题 1.7 ” 试 举 出 空间 偶 (X, 4) 与 (Y,B), 使 得 XY,A>B， 
但 是 H.(X, 4) 关 H,(Y, B). 

习题 1.8 设 下 是 带 边 曲 面 ，B 是 其 边缘 . 试 根据 带 边 曲 面 的 
拓扑 分 类 定理 ， 计 算 相对 同调 群 H,( B). 


1.3 空间 三 元 组 的 同调 序列 


为 了 后 面 的 需要 ， 我 们 提 一 提 空 间 三 元 组 . 

一 个 拓扑 空间 X 与 它 的 两 个 子 空间 4 2 B 放 在 一 起 ， 称 为 一 
个 空间 三 元 组 (X, 4, B)， 空 间 三 元 组 之 间 的 映射 f : (X, 4,B) 一 
(X' 4',B'), 意思 是 映射 1 :XX 一 X' 满足 f(4) Cc 4 f(B)C B'. 空 
间 偶 (X, 4) 也 可 以 看 成 一 个 空间 三 元 组 (X, 4, 急 . 

设 (X, 4, B) 是 空间 三 元 组 ，B Cc 4 CX. 我 们 总 有 链 复 形 的 短 
正 合 序列 


0—~ S,(A,B)-* 5,(X,B) 蔡 5,(X,A)—0, 


其 中 i: (4,B) 一 (X,B) 和 j : (X,B) 一 (X,4) 都 是 空间 偶 的 含 入 
映射 ， (请 读者 想 一 想 它 为 什么 是 正 合 的 . ) 对 于 空间 三 元 组 的 映射 
f : (X,4,B) 一 (X',4',B') 总 有 链 复 形 与 链 映射 的 交换 图 表 


站 
| | | 
0 BN BY). SK BB) SK A 0 


所 以 根据 第 一 章 定理 4.1 和 4.2 我 们 有 
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定理 1.11 (三 元 组 的 同调 序列 ) 设 (X, 4,B) 是 空间 三 元 组 . 
则 同调 序列 


> Ha(h,B)— Ha(X,B) Hi(X,A) SS Hi(h, B) 


是 正 合 的 . 口 
定理 1.12 (同调 序列 的 自然 性 ) 设 f:(X,4,B) 一 (X',4',B’) 
是 空间 三 元 组 的 映射 则 有 下 面 的 交换 图 表 : 


0. 起 fy i 
= H(A,B) = Ha(X,B) SS Hi(X, A) SS Hy_1(h,B) 


中 下 | 


守 (4,B) 和 HX B)S (XA)SH, A,B)S 0 


三 元 组 同调 序列 中 的 边缘 同 态 ， 可 以 用 空间 偶 同调 序列 的 边缘 
同 态 表示 出 来. 

命题 1.13 设 (X,4,B) 是 空间 三 元 组 ，C c B. 则 (X, 4, B) 
的 同调 序列 中 的 边缘 同 态 有,(X, 4) > Hs_1(4, B) 有 下 面 的 分 解 ， 


Ga ji 
Ha(X, A)— Hy_1(4,0)— Hy_1(4,B), 


其 中 第 一 个 是 空间 三 元 组 (X, 4, C) 的 同调 序列 中 的 边缘 同 态 , 第 二 
个 是 空间 偶 的 含 人 映射 7 : (4, C) 一 (4, B) 所 诱导 . 

证 明 根据 定理 1.12, 含 人 映射 7 : (X, 4, C) 一 (X, 4,B) 给 我 们 
一 个 交换 图 表 


O,. 油 je i 
3 H(A,O) = Ha(X,O) SS Ho(X, A) S H(A,O) 


司 下 | 


0, Ln * * + 
= H(A,B) % Hy(X,B) SS Ha(X,A) S Hi(A,B) 


这 里 第 一 行 正 是 三 元 组 (X, 4, C) 的 同调 序列 . 右边 方块 的 交换 性 就 
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相对 同调 群 使 我 们 能 把 空间 的 整体 与 局 部 联系 起 来 . 作为 其 初 
步 的 应 用 ， 本 节 将 讨论 流 形 的 定向 与 局 部 坐标 系 的 关系 . 


2.1 局 部 同调 群 


定义 2.1 设 开 是 Hausdorf 空间 (因而 每 一 点 是 个 财 集 ), z € X 
是 其 中 一 点 .空间 X 在 点 z 处 的 局 部 同调 群 规定 为 H.(X, XX 一 2). 
注意 , 若 U 是 z 的 任意 开 邻 域 ， 则 切除 定理 告诉 我 们 ， 通过 含 入 映 
射 可 以 把 五:(U,U 一 2z) 与 忆 (X, 义 一 2) 等 同 起 来 . 

显然 , 局 部 同调 群 只 反映 X 在 zz 附近 的 性 质 , 而 且 有 局 部 同 胚 
不 变性 . 

命题 2.1 设 X,Y 是 Hausdorff 空间 ，z,y 分 别 是 其 中 的 点 . 设 有 
z,y 的 邻 域 U,V 以 及 同 胚 $: (UV,2) 一 (V2): 则 加 :Hs(UV,U -2) = 


HH.(V,V 一 y) 是 同 构 . 口 
命题 2.2 nn 维 欧 几 里 得 空间 R” 在 原点 0 处 的 局 部 同调 群 是 
人 当 g 关 nn 
HaR",R" 一 0) = 
Z， 当 g=nn. 


证 明 根据 切除 定理 和 同 伦 定理 ， 
H,(R", Rn -0)& H.(D",D" -0)e H(D",S"-!). 


由 此 得 到 所 需 的 结论 口 

定义 2.2 ”一 个 Hausdorf 空间 X 称 为 n 维 流 形 , 如 果 每 一 点 
ZEX 有 一 个 邻 域 U 同 肽 于 R". 这 样 的 邻 域 称 为 z 的 欧 几 里 得 邻 
域 , 每 个 同 胚 $ :UV 宇 R” 给 出 UV 上 的 一 个 局 部 坐标 系 . 


[< 
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推论 2.3 设 和 是 对 维 流 形 ，zeX. 则 
人 当 g #7n, 

H,(X,X—7z)= 口 
2Z， 当 gq=n. 


2.2 流 形 的 局 部 定向 


几何 学 中 ， 流 形 的 局 部 定向 是 用 局 部 坐标 系 规定 的 ， 两 个 局 部 
坐标 系 给 出 相同 或 相反 的 定向 ， 取决 于 坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 的 
正 负 ， 拓扑 学 中 ， 局 部 定向 则 是 用 局 部 同调 群 的 生成 元 来 定义 的 . 

定义 2.3 设 钴 是 nn 维 流 形 ，z eX. 则 天.(X, 基 -zx) 的 一 个 生 
成 元 oz 称 为 X 在 z 处 的 一 个 局 部 定向 . 在 每 一 点 处 恰 有 两 个 局 部 
定向 土 0z. 

以 后 我 们 约定 ，% 维 欧 几 里 得 空间 R" = {(z1,22,…, zn) | zie 
RR} 在 其 点 a = (a1,a2,…,an) 处 的 标准 定向 e” 是 指 由 下 列 顶 点 对 
应 所 决定 的 线性 奇异 单 形 a : Au 一 R"， 

eo (a1—1,a2—1,..,an— 1), 
el mr (a1+ 1,a2,., Qn), 


en mr (ala2 ,an 十 1) 
所 代表 的 同调 类 [a] e Hn(R", RR" a). 由 于 标准 定向 在 R" 的 平移 
下 是 不 变 的 ， 所 以 通常 不 必 指 明 是 哪 一 点 处 的 标准 定向 . 

思考 题 2.1 证 明 a 确实 是 空间 偶 (R", R" - oa) 的 相对 闭 链 ， 
而 且 代 表 其 同调 群 的 一 个 生成 元 . 

设 $: (0,72) 一 (R",a) 是 流 形 X 在 > 处 的 一 个 局 部 坐标 系 .我 
们 把 时 :en € Hn(U,U 一 z) 称 为 z 处 由 这 个 局 部 坐标 系 所 决定 的 
定向 , 记 作 ou， 

例 2.1 设 s 是 以 oo， 00 on 为 项 点 的 n 维 单 形 ， in 是 其 边 
缘 . sn 中 的 点 可 唯一 地 写成 了 = 志 Ziai, Ti 二 0， > Ti= 1. (zo; zl 
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Z2,… ,Tn) 称 为 z 的 重心 坐标 .sn 的 内 部 sn 一 5 的 点 的 特征 是 所 
有 重心 坐标 都 > 0. 

在 sn 的 内 部 规定 (zi ra，……,zn) 为 标准 的 局 部 坐标 系 (zo 被 这 
些 坐标 决定 , 所 以 舍 去 ). 则 它 所 决定 的 定向 恰好 是 同调 类 [co .…an] e 
Hn(sn, sn — 7) = Hn(sn, $n). (参看 例 1.3.) 

引 理 2.4 设 f:(R",a) 一 (R",b) 是 光滑 同 胚 , 在 a 处 的 Jacobi 
矩阵 非 退 化 . 则 户 : (RR",R" 一 0) 一 (RR" 一 0 把 e? 映 
成 te", 正人 负 号 与 行列 式 detF 的 正 负 呈 一致 . 换 句 话说 ， /是 保持 
还 是 反 转 定向 就 看 其 Jacobi 行列 式 的 正 负 . 

因而 ， 如 果 9 : (X,z) 一 (Y,y) 是 ne 维 光 滑 流 形 之 间 的 光滑 映 
射 , 在 局 部 坐标 系 $:(U,z) 宕 (R",a) 与 :(Vy) 衬 (R",b) 下 g 在 zx 
处 的 Jacobi 矩阵 五 非 退 化 ， 则 9 把 局 部 定向 op 喘 成 局 部 定向 士 ov， 
正 负 号 与 det 的 一 致 . 

* 证 明 ” 先 证 前 一 论断 .以 7 : (R",a) 一 (R",b) 表示 f 的 切 
喘 射 ， 它 是 一 个 以 为 矩阵 的 仿 射 同 胚 ， 则 存在 a 的 小 邻 域 W 使 
得 /= 六: (WW 一 a) 一 (R",R" 一 b). 理由 是 f 一 了 是 高 阶 无 
穷 小 ， 所 以 在 充分 小 的 邻 域 W 上 17 =- AP < jf -oll, 因而 可 取 同 
伦 he= (1 一 f+tf: (WW-a) 一 (BR",R"--b). 于 是 =: 
Hn(W,W 一 a) 一 Hn(R",R" 一 0), 问题 归结 为 论断 对 仿 射 同 胚 六 是 
否 正 确 . 

以 下 : (R",0) 一 (R”,0) 表示 和 矩阵 所 决定 的 线性 同 胚 ， 以 
To,TD 分 别 表示 把 原点 0 变 成 a,b 的 平移 . 则 f= TofoT7!. 由 
于 平移 保持 标准 定向 ， 所 以 问题 又 归结 为 论断 对 线性 同 胚 下 是 否 正 
确 . 

我 们 知道 ， 非 退化 矩阵 组 成 的 群 是 一 般 线 性 群 GZ(m R), 它 以 
正 交 群 O(n) 为 形变 收缩 核 ( 正 交 化 ); 而 O(n) 中 行列 式 为 1 的 部 分 
SO(n) 是 连通 的 (刚体 运动 群 ). 因而 GL(n, R) 恰 有 两 个 道路 连通 分 
支 ， 以 行列 式 的 正 负 相 区 别 . 所 以 在 线性 同 胚 的 范围 之 内 ， 五 可 以 
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连续 变形 成 恒 同 喘 射 或 关于 第 一 坐标 超 平面 的 反射 ,而 对 于 这 两 个 
自 同 胚 ， 论 断 显然 是 正确 的 . 
至 于 第 二 个 论断 ， 只 需 对 f := yogo9-1: R" 一 R" 用 第 一 个 
论断 就 行 了 . 回 
这 样 ， 我 们 就 把 拓扑 上 的 局 部 定向 与 几何 上 的 局 部 坐标 联系 起 
来 了 . 
2.3” 胞 腔 和 球面 的 定向 


定义 2.4 球体 (又 称 胞 腔 ) De = {(z1,z2,…,zn) 岂 z2 < 1 
的 一 个 定向 , 是 指 Hn(D",5"-!) 兰 2 的 一 个 生成 元 ， 所 以 胞 腔 有 两 
个 定向 ， 取 定 了 定向 的 胞 腕 称 为 有 向 胞 腔 . 

以 后 我 们 约定 , 标准 胞 腔 Pm 的 标准 定向 , 是 指 在 含 入 喘 射 诱导 
的 同 构 下 (DSS 五 (R",R" 一 0) 之 下 ， Rr 的 标准 定向 sn 
的 原 像 ， 仍 记 作 en. 

定义 2.5 球面 S"-! 的 一 个 定向 , 是 指 成 _:(S"-1) 兰 2 的 一 
个 生成 元 ， 所 以 球面 有 两 个 定向 ， 取 定 了 定向 的 球面 5"-! 称 为 有 
向 球面 , 其 定向 通常 记 作 [S"-!]， 

球面 S"-:! 的 定向 [S"-]] 与 点 ze 5"-! 处 的 局 部 定向 os 称 为 
是 协 合 的 , 如 果 它 们 在 含 入 映射 所 诱导 的 同 构 


,1(S"-!) 洋 Hil Sn “号 2Z) 


下 互相 对 应 .可 见 5S"-:! 的 (整体 ) 定向 决定 了 其 上 每 一 点 处 的 一 个 
局 部 定向 ; 反之 ，5"-! 的 某 点 处 的 一 个 局 部 定向 就 决定 了 5S"-1 的 
一 个 (整体 ) 定向 . 

定义 2.6 以 后 我 们 约定 ， 欧 几 里 得 空间 中 的 标准 球面 


nn 
Sn {ee DE | 


82 局 部 同调 群 ， 局 部 定向 与 映射 度 59 


的 标准 定向 , 是 指 在 同 构 
Hi(D®, 5™-1) 6. (Sm1) 


之 下 ， Zr" 的 标准 定向 e* 的 像 这 里 6, 是 空间 偶 的 边缘 同 态 . 

命题 2.5 用 局 部 坐 慰 系 来 决定 球面 的 标准 定向 的 规则 是 ;于 
面 的 外 法 线 方 向 (在 前 ) 和 球面 的 标准 定向 (在 后 ) 合成 欧 几 里 得 空 
间 的 标准 定向 . 

具体 地 说 ， 5"-! 是 R" 中 由 方程 好 +…+z2 = 1 确定 的 空 
间 ， 坐 标 系 (z1,…, zn) 代表 尽 " 的 标准 定向 ， 而 在 S"-! 上 z1 =1 
的 点 处 ， 坐 标 系 (z2,… ,zn) 就 代表 5":! 的 标准 定向 . 

* 证 明 这 个 规则 其 实在 单 形 上 比 在 球体 上 容易 看 清楚 ， 然 后 通 
过 单 形 与 球体 之 间 的 同 胚 映射 ， 就 能 把 单 形 上 的 讨论 过 渡 到 球体 上 
去 . 

在 以 ao,Q1,…,an 为 顶点 的 n 维 单 形 ss 上 ， 设 其 重心 坐标 是 
2Z021 ,Zn， 则 在 sn 内部， 标准 坐标 系 (zt za……,zn) 的 定向 是 
[co .…an] E Hn (sn, Sn) ( 例 2.1). sn 的 边缘 Sn 的 标准 定 向 按 定义 2.6 
应 是 8.[ao…anj, 根据 例 1.3, 在 以 a1,…,an 为 顶点 的 n 一 1 维 单 形 
如 -1 上 看 , 它 等 于 [oa an] € Hn_1(tn_1,tn-1), 即 坐 标 系 (z2,… ,zn) 
的 定向 ,在 如 -1 处 外 法 线 方向 是 zi 方向 ， 外 法 向 与 各 标准 定向 合 
成 的 定向 ， 正 好 与 ss 上 标准 坐标 系 (zt zz，……,zn) 的 定向 一 致 ， 口 

思考 题 2.2 试 在 方 体 I* 上 验证 这 个 定向 规则 ， 


2.4 有 向 球面 的 映射 度 


我 们 以 前 定义 过 球面 到 自身 的 映射 了 : 5" 一 5" 的 度 ， 现 在 稍 
加 推广 成 两 个 有 向 球面 之 间 的 喘 射 的 度 . 

定义 2.7 设 S",5'" 是 两 个 有 向 球面 ,它们 的 定向 分 别 是 [S"] 
和 [S 叫 . 设 1 : 5" 一 Sm 是 映射 。 了 的 度 degf 是 在 同 态 f,: 
所 (5") 一 所,(S") 下 由 等 式 六 ([S) = (deg 了 ) . [Sm] 规定 的 整数 . 
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注意 deg f 是 依赖 于 定向 [5"], [5”"] 的 取 法 的 . 两 者 之 一 发 生 改 
变 ，degf 的 正 负 号 就 要 改变 ; 两 者 同时 改变 时 它 却 不 变 . 这 就 是 为 
什么 以 前 讲 同一 个 球面 到 自身 的 映射 的 度 时 ， 不 需要 提 到 定向 . 

定理 2.6 设 两 个 球面 5",5" 都 已 取 好 了 定向 ， 而 且 都 已 选 好 
与 所 取 定 向 相 协 合 的 局 部 坐标 系 ，n > 1. 设 有 : 5" 一 5" 是 喘 射 . 
设 o es 5S” 使 得 在 每 一 点 ae 广 !(o) 处 f 都 光滑 而 且 其 Jacobi 窍 
阵 丈 都 非 退化 ， 则 映射 度 

degf = ba sgn det Fh,. 
a€f-1(a’) 

* 证 明 记 4 = /7!(a). 在 每 一 点 ae 4, 由 于 Jacobi 矩阵 非 
退化 ， 可 以 取 坐 标 邻 域 V6 使 fo := flUs 把 Ui 同 胚 地 映 入 5". 由 
4 的 紧 性 可 见 4 是 有 限 集 ， 不 难 做 到 使 这 些 U。 两 两 不 相交 . 以 U 
记 这 有 限 个 we 的 并 ， 考虑 交换 图 表 


Hn(S") St Ha(S™, S" ~ A) Hn(U,U - A) — BD HnlVa, Ua —o) 


| | | | 人 


Hn,(S")SH,(S"™, Sn 一 a’)= Hn(S"™, Sn ee a’)=Hn(S", ST a’) 


其 中 j,7 都 是 含 入 映射 ， 第 一 行 的 右面 是 道路 连通 支 分 解 . 

我 们 来 观察 左上 角 H,(5") 中 的 定向 [5"] 在 右 下 和 角 的 像 . 以 o6 
记 57 在 a 处 的 局 部 定向 ，o/ 记 Sm" 在 a’ 处 的 局 部 定向 . 由 于 坐标 
邻 域 Us 的 局 部 定向 与 [S"] 协 合 ， 因 而 [S"] 在 右上 角 的 像 是 时 Oa 
由 引 理 2.4 得 到 它 在 右 下 角 的 像 为 二 foro = 2 sgndetFa .01 另 
一 方面 ， jf[S"] = (deg 月 :六 [S"] = (deg f):o. 于 是 得 到 所 求证 的 
公式 . 口 

满足 定理 2.6 中 的 条 件 的 点 a' 称 为 映射 了 的 一 个 正常 值 . (注意 
我 们 并 未 假定 广 !(o') 非 空 ， 如 果 f(a') 是 空 集 ，o' 也 是 正常 值 . ) 
从 微分 拓扑 学 知道 ， 假 如 f 在 整个 5S* 上 都 是 光滑 的 ， 则 5'” 上 的 
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点 几乎 全 是 的 正常 值 ， 非 正常 值 的 测度 是 零 . 正常 值 % 的 每 一 个 
原 像 点 a 自然 地 联系 上 一 个 正 负 号 sgn detFfi, 类 似 于 代数 方程 的 根 
的 重 数 . 这 个 定理 告诉 我 们 ， 正 常 值 的 原 像 点 的 代数 个 数 ( 即 按照 
重 数 来 计算 的 个 数 ， 不 是 几何 上 的 点 数 ) 就 等 于 映射 的 度 deg f; 它 
不 依赖 于 正常 值 a 的 选取 ， 而 是 喘 射 / 的 同 伦 不 变量 . 

例 2.2 设 r: 8? 一 53" 是 慰 准 球面 关于 其 赤道 超 平面 的 反射 ， 
取 赤 道上 一 点 z. 在 该 点 处 适当 的 局 部 坐 怀 系 中 ， 7 使 第 一 个 坐标 
改变 正 负 号 而 保持 其 余 坐 标 不 变 ， 因 此 的 Jacobi 行列 式 是 负 的， 
由 此 可 见 degr = 一 | 

怎样 用 局 部 坐标 系 来 证 明 对 径 喘 射 4: 8" 一 57 的 度 是 (一 1)"+1? 
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奇异 链 是 奇异 单 形 的 整 系数 有 限 线性 组 合 ol + hoo2 十 … 十 
kror, 奇异 链 的 加 法 是 相同 奇异 单 形 的 系数 相 加 . 一 个 自然 的 想法 
是 ， 我 们 何必 要 限于 整数 系数 呢 ， 只 要 系数 都 取 自 一 个 Abel 群 G 
就 行 了 ,这 样 来 推广 奇异 链 的 观念 ， 我 们 迄今 为 止 建立 的 同调 理论 
只 需 作 很 小 的 修改 ， 然 而 在 某 些 问题 中 ， 选 择 系数 群 的 自由 会 给 我 
们 很 大 的 方便 ， 有 时 甚至 是 关键 性 的 . 

我 们 将 采用 张 量 积 的 语言 来 讲 . 在 本 节 中 我 们 只 需要 自由 Abel 
群 与 G 作 张 量 积 的 概念 和 变通 的 记号 (把 a@g 写成 ga), 可 以 采取 
一 种 朴素 的 讲法 . 一 般 Abel 群 的 张 量 积 的 定义 和 性 质 , 读者 可 以 参 
看 稍 后 的 两 节 打 星 号 的 内 容 . 


3.1 自由 Abel 群 的 张 量 积 函 子 -@G 


设 G 是 一 个 固定 的 Abel 群 . 
定义 3.1 设 4 是 白 由 Abel 群 . 我 们 来 定义 一 个 Abel 群 A@G 
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如 下 : 
A@G 的 元 素 ， 相 对 于 4 的 一 组 基 {ai}, 是 形式 线性 组 合 


2 gat 
i 


其 中 系数 g; e G, 只 有 有 限 多 个 系数 关 0, 系数 为 0 的 项 可 以 不 写 
出 ,如 果 {a4} 是 4 的 另 一 组 基 ， 与 {ai} 的 关系 是 


az = ， Riz Qi, 
其 中 kiz 都 是 整数 ， 则 规定 形式 线性 组 合 
2 ga = 2 9i0 当 且 仅 当 9i 一 it 的， Vi. 


(Abel 群 G 中 元 素 的 将 数 倍 和 是 本 来 就 有 意义 的 . ) 
4 @G 中 元 素 的 加 法 规定 为 相对 于 同一 组 基 的 系数 相 加 ， 
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这 个 Abel 群 4@G 称 为 4 与 G 的 张 量 积 . 

定义 3.2 设 4, BB 是 自由 Abel 群 ，f :4 一 B 是 同 态 . 设 4， 
B 分 别 取 了 基 {ai}, {2;} 并 且 f(ai) = Fib, 其 中 五; 都 是 整数 . 
定义 同 态 f@ide:4@8G 一 B@G 为 

(f ®ide) (Zoo =》 (5 mo b;. 
i 池 i 

不 难 验 证 这 个 定义 是 与 基 的 取 法 无 关 的 . 

例 3.1 Z@G=G. 

让 4 对 应 于 4@G, 让 了 :4 一 B 对 应 于 f®ido:A8G 一 Be@G， 
请 读者 验证 , 这 是 一 个 协 变 函 子 , 记 作 -@G : {自由 Abel 群 , 同 态 } 
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一 {Abel 群 ， 同 态 }. 容易 看 出 ， 这 个 函 子 把 链 复 形 变 成 链 复 形 ， 链 
映射 变 成 链 映 射 ， 链 同 伦 变 成 链 同 伦 ， 我 们 还 会 用 到 一 个 初等 的 性 
质 : 

命题 3.1 设 4, B,C 都 是 自由 的 Abel 群 . 设 0 一 A 力 B 台 0C 一 0 
是 正 合 序 列 ， 则 下 面 的 序列 是 正 合 的 : 


0 0 
证 明 由 于 C 是 自由 的 ， 序 列 0 一 4 也有 二 CC 一 0 就 是 裂 正 合 
的 ,所 以 对 于 4 和 C 的 基 {a;} 和 {cx}, B 中 有 一 组 基 {0;}U {bn} 使 
得 f(ai) = bi, f(bx) = ck. 相对 于 这 样 的 基 ， 命题 的 结论 是 明显 的 . 
口 


*3.2 Abel 群 的 张 量 积 


设 4, B,C 都 是 Abel 群 . 蚂 数 9$:4xB 一 C 称 为 是 双 线 性 的 ， 
如 果 
goal + 02,0) = $la1,b) + $a2,b), 
pla,b1 ++ b2) = pla,b1) + Bla, bo2). 
定义 3.3 用 F(4 x B) 表示 以 集合 4 x B 为 基 所 生成 的 自由 
Abel 群 . F(4 x B) 中 的 元 素 是 有 限 和 Dni(ai,bi), ai € 4, bi € B, ni 
是 整数 . 以 R(4 x B) CF(4 x B) 记 由 如 下 形状 的 元 素 所 生成 的 子 
和 群 ， 
(al + 42,b) — (a1,0) ~— (a2,b), 
(a, bi + b2) — (a,b1) — (a,b2), 


其 中 Q 01 Q2 二 A, b, bi1, b2 € 好; 那么 4 与 B 的 张 量 积 A®B 定义 为 
商 群 


A®B= F(AxB)/R(A x B). 
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元 素 (a,5) e 4 x B 所 在 的 陪 集 记 作 a@b. 4A @ B 中 的 元 素 都 可 以 写 
成 汀 ai@b; 的 形状 ， 写法 一 般 不 唯一 . 
函数 0:4x 刀 一 4@5， (a,b) 王 a @b 是 双 线 性 的 ， 如 果 
$:4@B 一 C 是 一 个 同 态 ,那么 800 :4xB 一 0 当然 是 一 个 双 线 
男 一 方面 ， 设 有 双 线 性 函数 $: 4 x B 一 C. 它 可 以 唯一 地 扩张 
成 同 态 4 : F(A x B) 一 C, 而 $ 双 线性 的 假定 使 6 在 R(4xB) 上 为 
0, 因而 $ 诱导 出 同 态 5:48@B 一 C 使 下 面 的 三 角形 图 表 交 换 ， 


AxB 上 


C 


双 线 性 函数 与 线性 函数 ( 同 态 ) 之 间 的 这 种 一 一 对 应 的 转换 关 
系 ， 是 张 量 积 运算 的 特征 性 质 . 
定义 3.4 设 1:4 一 4 和 9g:B 一 B' 是 同 态 .它们 的 张 量 积 
是 同 态 
f@g:A®B— A®B' 
使 得 
(f ® g)(a ®b)= f(a) ® g(b). 


这 样 的 同 态 是 存在 而 且 唯 一 的 ， 因 为 函数 A4xB 一 4'®@B' 
(ob 局 f(a) @ g(b) 是 双 线 性 的 . 

从 4 与 得 到 A@B 并且 从 /与 g 得 到 /@g, 既 可 以 看 成 一 
种 二 元 运算 ， 也 可 以 看 成 一 个 二 元 函 子 . 

张 量 积 具 有 函 子 性 质 和 可 加 性 : 

定理 3.2 设 4,B 等 都 是 Abel 群 . 
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(1) 单位 律 以 ida : 4 一 4 表示 4 的 恒 同 自 同 构 ， 则 
ida@idp = idaeB. 
(2) 复合 律 设 有 4 二 水 二 4 和 也 - 汪 B 了 全,Bx. 则 有 
(fof)®(g 09)= (7 @g)o(f 8g). 
(3) 双 线 性 律 设 f, 有 ,所 :4 一 4 和 9g,gi,g92:B 一 B'. 则 
(fi+f2)®g= fi8g9+f2®yg, 
f@(g1+g9)= fg+f®g2. 


(4 强 可 加 性 ” 设 一 族 同 态 {fi : 4 一 4 是 局 部 有 限 的 , 即 
对 于 任 一 a € 4, 使 fi(a) 关 0 的 指标 i 只 有 有 限 多 个 . 设 同 态 族 
{9; : B 一 B')} 也 是 局 部 有 限 的 ， 则 


(7) ®g= > (fi@®yg), 


f® (二 oj = >_(f ®g;). 
i 5 
张 量 积 作为 一 种 运算 具有 良好 的 性 质 : 


定理 3.3 设 4, B,C 等 都 是 Abel 群 . 
(1) 有 单位 存在 同 构 


Z@AAA8@Z 使 得 18a 呈 aa®@1. 
(2) 结合 律 存在 同 构 
(48B)@CA@(B@C) 使 得 (a@b)@coa® (be®o). 
(3) 交换 律 存在 同 构 


A@B 富 B®@A 使 得 a@b 一 be®@a. 
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(4) 直 和 性 质 存在 同 构 
(4) @ 了 gs DU @B) 使 得 (四 @b 一 Dl ® 0b), 
A® (DB) sD(48Bj) 使 得 a@ (四 可 ~— Dlaeb). 


以 上 这 些 同 构 都 是 自然 的 ， 它 们 与 同 态 的 张 量 积 互相 协调 . 

例 3.2 作为 上 述 (1) 和 (4) 的 推论 ， 我 们 知道 如 果 4 与 巨 分 
别 是 以 {ai} 与 {4;} 为 基 的 自由 Abel 群 ， 那 么 4@B 是 以 {ai@b;} 
为 基 的 自由 Abel 群 . 


*3.3 协 变 函 子 -@G 


到 现在 为 止 , 张 量 积 被 看 成 一 个 “二 元 函 子 ”. 我 们 以 后 将 固定 其 
第 二 个 变 元 , 使 它 成 为 一 个 一 元 函 子 . 具体 做 法 是 , 先 取 定 一 个 Abel 
群 G. 任 一 Abel 群 4 对 应 到 Abel 群 4@G, 任 一 同 态 / :4 一 水 对 
应 到 同 态 f@idc:4@G 一 4@G, 我们 得 到 从 Abel 群 范 畴 到 Abel 
群 范畴 的 一 个 协 变 函 子 -@G : {Abel 群 ， 同 态 } 一 {Abel 群 ， 同 态 }. 
容易 看 出 ， 这 个 函 子 把 链 复 形变 成 链 复 形 ， 链 喘 射 变 成 链 映 射 ， 链 
同 伦 变 成 链 同 伦 . 

例 3.3 函 子 -@2Z 是 范畴 {Abel 群 ， 同 态 } 上 的 恒 等 函 子 ， 什 
么 都 不 改变 (定理 3.3 (1)). 

张 量 积 函 子 - @G 与 正 合 序列 的 关系 是 重要 问题 ， 下 面 的 定理 
是 经 常用 到 的 . 

定理 3.4 设 4,4' 等 都 是 Abel 群 . 

(1) 裂 正 合 性 设 0 一 4 二 4 生灵 一 ,0 是 裂 正 合 的 序列 
则 下 面 的 序列 是 裂 正 合 的 ; 


0 HAG 而 人 Eee A”"®G—0. 
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(2) 半 正 合 性 设 4 二 水 二 丸 一 0 是 正 合 序列 则 下 面 的 序 
列 是 正 合 的 : 


id ‘mi 
NG i 


(3) 无 挠 时 的 正 合 性 设 0 4 二 水 二 4 一 0 是 正 全 序列， 
而 且 G 是 无 挠 的 ， 即 G 中 没有 有 限 阶 元 素 ， 则 下 面 的 序列 是 正 合 
的 : 


人 


例 3.4 ZLm® Zn 全 Z (mn) 这 里 (m, n) 是 最 大 公 因 数 . 
事实 上 ， 在 正 合 序列 


0 一 -和 一 GZF 一 -Zn -0 
上 作 运 算 - @ QZ, 得 到 序列 
0 一 2 一 -2 一 -ZnBQ 一 0， 
定理 3.4 (2) 告诉 我 们 这 个 序列 除 左 侧 外 是 正 合 的 ， 所 以 
Zm ® Zn S coker (Zn 一 Zn) S Zumn). 


由 于 ker(Zn 一 Zn) 兰 Z(mn) 关 0, 上 述 序列 的 左 侧 的 确 不 是 正 合 
的 ， 可 见 一 般 说 来 张 量 积 函 子 并 不 保持 序列 的 正 合 性 ， 这 是 需要 特 
别 注意 的 . 


3.4 带 系 数 的 奇异 链 复 形 和 奇异 同调 群 


设 G 是 一 个 固定 的 Abel 群 . 奇异 链 群 都 是 自由 Abel 群 ， 并 且 
带 有 天 然 的 基 一 一 奇异 单 形 . 我 们 可 以 把 迄今 为 止 对 于 奇异 同调 群 
作 过 的 讨论 ， 在 施用 函 子 - @ G 后 重新 做 一 遍 . 为 了 节省 篇 幅 ， 我 
们 将 只 写 出 一 部 分 定义 ， 以 便 读 者 与 以 前 作 联系 和 比较 . 
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定义 3.5 拓扑 空间 X 的 G 系数 的 奇异 链 复 形 是 
S,(X;G) := 5S,(X) ®G := {50(X;G) = 5(X) ® G, 0 ®ide}. 
链 复 形 5,(X; G) 的 同调 群 称 为 X 的 G 系数 的 奇异 同调 群 , 记 作 
H,(X;G) := H,(S.(X;G)). 


按照 这 个 定义 ， 五 ,(X) 其 实 就 是 2 系数 的 同调 群 五 ,(X; 2), 所 
以 又 称 为 整数 系数 的 同调 群 ， 以 后 当 系数 群 不 写 明 时 ， 就 理解 为 整 
数 群 . 

定义 3.6 设 了:X 一 Y 是 映射 f 所 诱导 的 链 映射 f# : 
5S:(X;G) 一 5S.(Y;G) 就 是 { 扩 @ide : Sg(X;G) 一 Sg(Y; G)}. 它 所 诱 
导 的 同调 同 态 六 : HH.(X;G) 一 五 (Y; G) 称 为 1 所 诱导 的 同调 同 态 . 

这 样 ， 我 们 得 到 从 拓扑 空间 的 范畴 到 分 次 群 的 范畴 的 一 个 协 变 
函 子 ，G 系数 的 奇异 同调 函 子 了 (一 ; G) : { 空 间 , 映射 } 一 { 分 次 群 ， 
同 态 }. 

定义 3.7 拓扑 空间 并 的 G 系数 的 增 广 奇异 链 复 形 是 

SX;G) := 5,(X)®G:= {5(X;G) = 5(X) 8 6,6 ido}. 


在 0 维 ， 和 @idc 仍 记 作 。: 50(X;G) 一 G, 其 意义 仍 是 取 0 维 链 的 
系数 和 . 
映射 f : X 一 Y 所 诱导 的 链 映 射 序 : 5,(X;G) 一 55(Y; G), 在 
维 数 g>0 时 与 所 : 54(X;G) 一 Sg(Y;G) 相同 , 而 f4 :5_1(X;G) 一 
5_1(Y; G) 规定 为 idc : G 一 G. 
拓扑 空间 X 的 G 系数 的 简约 奇异 同调 群 定 义 为 
所 (Xi;G) := H,(S(X;G)). 


映射 j : X 一 Y 所 诱导 的 同 态 有 : 瓦 (X;G) 一 五 (Y;G) 规定 为 链 
映射 大 :8S(X;G) 一 5,(Y;G) 所 诱导 的 同调 同 态 . 
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例 3.5 单 点 空间 pt 的 G 系数 的 同调 群 及 简约 同调 群 是 
G， 当 9= 0， 本 
Hal(pt; G) = | H:(pt;G)=0. 
0， 当 gz0; 
对 于 空间 偶 的 相对 同调 群 ， 我 们 有 类 似 的 一 系列 定义 . 
定义 3.8 空间 偶 (X, 4) 的 G 系数 的 相对 奇异 链 复 形 定义 为 


S,(X, A;G) := S(X;G)15.04;G) = 5,(X, A)®G. 
它 的 同调 群 称 为 空间 偶 (X, 4) 的 G 系数 的 相对 奇异 同调 群 , 记 作 
H,(X, A;G) := H,(S;(X, A;G)). 


空间 偶 的 映射 f : (X, 4) 一 (7, B) 所 诱导 的 相对 链 映 射 fi : 
5:(X, 4A;G) 一 5;(Y, B;G) 是 链 上 映射 把 : 5;(X;G) 一 5S;(Y;G) 的 商 
链 映射 ， 它 所 诱导 的 同调 同 态 称 为 映射 了 : (X, 4) 一 (Y, B) 所 诱导 
的 相对 同调 的 同 态 六 : H,(X, 4; G) 一 H,(Y, B;G). 

从 链 复 形 的 短 正 合 序列 


0— 5,(A;G) 5S,(X;G) 共 5,(X,A:G)—0 
得 到 正 合 的 同调 序列 
H(A; G0) Ha(X;0) Ha(X, A;0) > Ha (A;0) ~, 


并 且 这 个 同调 序列 对 于 空间 偶 的 喘 射 来 说 是 自然 的 . 

这 样 ， 我 们 得 到 从 拓扑 空间 偶 的 范畴 到 分 次 Abel 群 范畴 的 G 
系数 的 相对 同调 函 子 H.(--; G) : {空间 偶 ， 映射 } 一 {分 次 群 ， 同 态 }. 

请 读者 把 本 章 第 1 节 的 定理 和 论证 检查 一 遍 ， 确 认 它 们 对 G 系 
数 的 同调 也 成 立 (需要 把 2Z 改 成 G). 特别 要 注意 的 是 ，G 系数 的 同 
调 群 也 有 同 伦 不 变性 和 切除 定理 . 

习题 3.1 计算 闭 曲 面 的 G 系数 的 同调 群 . 
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习题 3.2 设 有 Abel 群 的 短 正 合 列 
0— GG G'—0. 
试 证 明 有 链 复 形 的 短 正 合 列 
0— S,(X;G")— 5,(X;G)— 5,(X;G")—0, 
因而 有 长 正 合同 调 序 列 
HX;G) SS HX;O) SS HX;G") SS HX;G) SS. 


其 中 的 边缘 同 态 9. 称 为 Bockstein 同 态 ， 常 记 作 DB. 
试 对 射影 平面 与 Klein 瓶 ， 对 于 系数 序列 


0 一 -GZF 全 GZ 一- 2 一 -0， 


计算 2. 
3.5 ”Eilenberg-Steenrod 公理 


Eilenberg 和 Steenrod 1945 年 共同 提出 了 公理 化 同调 论 ， 并 在 他 
们 1952 年 的 名 车 《代数 拓扑 学 基础 》 (文献 [6]) 中 详细 论述 了 在 有 
限 单纯 复 形 偶 的 范畴 上 怎样 从 公理 出 发 把 同调 群 完 全 决定 出 来 . 这 
是 一 个 里 程 碑 ， 标 志 着 同调 论 的 成 熟 ， 已 经 能 把 握 住 同调 群 的 本 质 
属性 .他 们 刻画 的 是 空间 侦 的 相对 同调 群 ， 所 考虑 的 空间 偶 范畴 有 
适当 的 要 求 ， 例 如 应 该 能 作 柱 形 从 而 定义 喘 射 的 同 伦 ， 我 们 把 注意 
力 集中 到 被 列 为 公理 的 那些 基本 性 质 . 

他 们 是 这 样 说 的 : 

一 个 同调 论 由 三 个 函数 组 成 : 

(1) 对 于 每 个 整数 g, 每 个 空间 偶 (X, 4), 对 应 着 一 个 Abel 群 
Ho(X, 4). 
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(2) 对 于 每 个 整数 g, 每 个 映射 了 : (X, 4) 一 (Y, B), 对 应 着 一 个 
同 态 (fs)a : Ha(X, A) 一 HalY, B). 

(3) 对 于 每 个 整数 gq, 每 个 空间 偶 (X, 4), 对 应 着 一 个 同 态 (0,)a: 
Ha(X,4) 一 Ho-1(4), 这 里 4 代表 空间 偶 (4, 引 . 

这 些 函 数 要 满足 下 列 七 条 公理 ， 按 惯例 ， 我 们 略 去 f, 和 0, 的 
维 数 下 标 . 

公理 1 (单位 律 ) 若 id 是 恒 同 喘 射 ， 则 id; 是 恒 同 同 态 . 

公理 2 (复合 律 ) (go f): = gx of;. 

公理 3 (自然 性 ) 若 了 :(X,4) 一 (YB) 是 映射 则 下 面 的 图 表 
交换 : 


Hy(X, A) SS Hy_1(4) 


| awn. 


Ha(Y, B) 2 Ha-1(B) 
公理 4 ( 正 合 性 公理 ) 序列 
人 


是 正 合 的 ， 其 中 i: 4 一 关 与 j:(X,0) 一 (X,4) 都 是 含 入 映射 . 

公理 5 ( 同 伦 公 理 ) 若 j 之 g:(X,4) 一 (Y,B) 是 同 伦 的 映射 ， 
则 f= 9:. 

公理 6 (切除 公理 ) 若 (X, 4) 是 空间 偶 ， X 的 开 子 集 W 满足 
条 件 WC It 4, 则 含 入 映射 i: (外 一 WA4 一 W) 一 (X,4) 诱导 的 同 
态 是 同 构 

i :HX-WA-W)—~ H,(X,A). 

公理 7 ( 维 数 公理 ) 若 pt 是 单 点 空间 ， 则 

G， 当 gg=0， 


so) ={ yg#0 
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设 G 是 任意 给 定 的 Abel 群 . 我 们 已 经 看 到 ， G 系数 的 奇异 同 
调 群 满足 全 部 Eilenberg-Steenrod 公理 ， 这 就 证 明了 满足 这 些 公理 
的 同调 论 的 存在 性 . Eilenberg 和 Steenrod 在 有 限 单纯 复 形 偶 的 范畴 
上 ， 证 明了 满足 这 些 公理 的 同调 论 的 唯一 性 . 

在 拓扑 学 后 来 的 大 发 展 中 ， 为 处 理 不 同 的 问题 而 发 现 了 几 个 重 
要 的 从 拓扑 范畴 到 代数 范畴 的 函 子 ， 例 如 微分 拓扑 学 中 的 协 边 论 与 
向量 从 的 K 理论 ， 居 然 也 满足 Eilenberg-Steenrod 的 几乎 全 部 的 同 
调 公理 (或 上 同调 公理 ， 见 本 章 最 后 一 节 ), 只 差 最 后 那 条 其 貌 不 扬 
的 维 数 公理 .所 以 它们 被 统称 为 广义 同调 论 (或 广义 上 同调 论 ), 都 
得 益 于 同调 论 的 方法 . 

*3.6 简约 同调 群 的 公理 


如 果 不 愿意 涉及 相对 同调 群 ,希望 只 谈 单 个 空间 的 简约 同调 群 ， 
那 也 可 以 用 一 套 公理 系统 来 刻画 . 所 考虑 的 空间 范畴 应 有 适当 的 要 
求 ， 例 如 应 该 能 作 双 角 锥 和 映射 锥 ， 我 们 只 叙述 其 公理 . 

一 个 简约 同调 论 由 三 个 函数 组 成 : 

(1) 对 于 每 个 整数 g, 每 个 空间 X, 对 应 着 一 个 Abel 群 所 (X). 

(2) 对 于 每 个 整数 g, 每 个 映射 / : X 一 Y, 对 应 着 一 个 同 态 
(fo)a: Ba(X) — BlY). 

(3) 对 于 每 个 整数 g, 每 个 空间 X, 对 应 着 一 个 同 构 


(01)a: Ba(X)—~ Bon (2X). 


这 些 函 数 要 满足 下 列 六 条 公理 ， 按 惯例 ， 我 们 略 去 六 和 cx 的 
维 数 下 标 . 

公理 1 (单位 律 ) 若 id 是 恒 同 映射 ， 则 id, 是 恒 同 同 态 . 

公理 2 (复合 律 ) (go ,= gs of 

公理 3 (自然 性 ) 若 1 :X 一 Y 是 映射 则 下 面 的 图 表 交 换 ; 
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H(X) 一 Hri(DX) 


a en. 


Hl(Y) 一 Fn(2Y) 


其 中 5f:5X 一 YY 是 fxidi:XxI 一 Y x 在 双 角 锥 上 给 出 的 
映射 ， 
公理 4 ( 正 合 性 公理 ) 若 :XX 一 Y 是 喘 射 ， 则 序列 


徊 (X) 避 六 (Y) 二 入 (CJ) 


是 正 合 的 ， 其 中 e : 工 一 Cf 是 含 入 喘 射 . 
公理 5 ( 同 伦 公理 ) 若 f 之 g:X 一 Y 是 同 伦 的 映射 , 则 f= 9* 
公理 6 ( 维 数 公理 ) 对 于 0 维 球面 5%, 有 


G, 当 g=0， 


m= 当 g@#0 


我 们 已 经 看 到 ， 简 约 奇 异同 调 群 满足 这 些 公理 ， 因 而 满足 这 些 
公理 的 简约 同调 论 是 存在 的 . 

简约 同调 论 的 公理 与 Bilenberg-Steenrod 的 公理 是 相通 的 ， 从 
简约 同调 群 出 发 可 以 构造 出 空间 侦 的 相对 同调 群 来 : 对 于 空间 偶 
(X, 4), 当 4 非 空 时 ， 把 Hs(X,4) 定义 为 所 (Ci), 其 中 i: 4 一 X 
是 含 入 映射 ， Hs(X,0) 则 定义 为 丽 (X) @ 有 (5")， 边 缘 同 态 9. : 
Hs(X, 4) 一 Ho-1(4,9) 定义 为 复合 同 态 


Ha(X,A) = FB,(Ci) (5A) TE i(A) Hei(A,0), 


其 中 p: Ci 一 24 是 把 Ci 的 下 底 捏 成 一 点 的 商 映 射 ，9 是 直 和 中 的 
自然 含 入 . 
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由 双 线 性 函数 引发 的 对 偶 性 概念 在 线性 代数 和 分 析 中 起 着 基本 
的 作用 . 在 微 积 分 中 ， 微 分 形式 w 在 积分 区 域 D 上 的 积分 /bw 对 
于 w 和 DD 都 是 可 加 的 , 因而 是 这 两 者 的 双 线 性 函数 . 微 积分 的 基本 


oD 


可 以 解释 成 :微分 形式 与 积分 区 域 互 相对 偶 ， 外 微分 算 子 d 与 边缘 
算 子 9 互相 对 侦 . 

链 可 以 看 作 空间 中 的 积分 区 域 ， 我 们 应 该 探索 它 的 对 侦 物 . 

本 节 将 以 这 个 看 法 为 指引 ， 建立 上 同调 群 的 理论 框架 . 


4.1 同 态 群 Hom (4, B) 
定义 41 设 4,B 是 Abel 群 . 以 Hom(4,B) 表示 从 4 到 B 的 
全 体 同 态 组 成 的 集合 ， 
Hom(4, B) := { 同 态 $:4 一 B}. 
两 个 同 态 9,y: 4 一 B 的 和 8+ 多 :4 一 B 定义 为 
(8+)(0) := (a) +y(a),， 对 于 ae 4. 


很 明显 这 的 确 是 个 同 态 . 这 样 ， 对 于 $,We Hom(4,B) 有 了 b+ 
Hom (4, B). 

在 这 个 加 法 运算 下 ， Hom (4,B) 成 为 一 个 Abel 群 ， 称 为 从 4 
到 B 的 同 态 群 . 其 中 的 鹤 元 素 是 在 整个 4 上 取 值 为 0 的 同 态 . 

Hom (4, B) 的 元 素 在 4 的 元 素 上 的 赋值 是 一 个 双 线 性 函数 ， 所 
以 澡 被 看 成 类 似 内 积 的 一 种 乘法 ， 称 为 Kronecker 积 , 写成 
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Hom(4, B) x 4 人 :一 忆 ， 
(9,a) := pla), veHomn(4,B)，ae4. 


例 4.1 对 任何 Abel 群 B 者 有 Hom(2,B)=B. 
Hom 是 个 二 元 运算 ， 有 两 个 变 元 4 和 B. 我 们 将 固定 第 二 个 变 
元 ， 得 到 第 一 个 变 元 的 函 子 . 


4.2 反 变 函 子 Hom (-,G) 


以 下 设 G 是 一 个 固定 的 Abel 群 . 

每 个 Abel 群 4 决定 一 个 Abel 群 Hom (4,G), 称 为 4 的 对 偶 群 . 
要 从 这 个 对 应 得 到 函 子 ， 我 们 应 该 规定 ， 同 态 f : 4 一 4 的 对 侦 是 
什么 . 

定义 4.2 设 /让 :4 一 4 是 同 态 . 定义 其 对 偶 同 态 为 


Hom(4,G) < Hom(A',G), 
(f°(8),0) := (8, f(a)), V9' € Hom(A',G), a€ A. 
( 换 名 话说 ， f* 把 同 态 4' 名 G 喘 成 复合 同 态 4 一 水 -各 G.) 另 一 
个 说 法 是 ， 下 面 的 图 表 交 换 ; 
Hom(4,G) x A 全 一 G 


| 


Hom (A’,G) x A’ st 各 


“< 取 对 偶 ” 是 一 个 反 变 函 子 ， 记 作 Hom (-,G) : {Abel 群 ， 同 态 } 一 
{Abel 群 ， 同 态 }, 简称 Hom 函 子 . 

定理 4.1 设 4,4' 等 都 是 Abel 群 . 

(1) 裂 正 合 性 Hom (A1 @ 42,G) = Hom (A1,G) ® Hom (42,G). 
换 一 个 说 法 ,如 果 0 一 - 4 性 4' 二 4 一 -0 是 裂 正 合 的 ， 则 下 面 的 
序列 是 裂 正 台 的 : 
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0<+— Hom(4,G) + Hom(A’G) + Hom(A’,G) < 一 0. 
(2) 半 正 合 性 设 4 玫 4' 41 一 0 是 正 合 序列 则 下 面 的 
序列 是 正 合 的 : 
Hom(4,G) + Hom(4',G) < Hom(A",G) +— 0. 
(3) 直 和 性 质 


Hom (Bd = [|[ Hom (4:, G6). 


注意 ， 左 边 是 直 和 ， 右 边 是 直 积 ， 当 指标 i 的 集合 为 有 限时 ， 直 和 
与 直 积 是 同 构 的 ， 无 限时 则 是 不 同 构 的 . 

习题 4.1 证 明定 理 4.1. 请 注意 , (3) 中 等 号 右边 是 直 积 而 不 是 
直 和 .差别 何在 ? 

例 4.2 Hom(Zm,G)=mG:= {ge€G|mg=0}. 

事实 上 ， 在 正 合 序列 


0 一 G 一 和 一 GZF 一 0 
上 取 Hom, 得 到 序列 (注意 Hom(2,G) = G) 
0- 一 CG 一 G- 一 Homn(ZG)- 一 0. 
定理 4.1 (2) 告诉 我 们 这 个 序列 除 左 侧 外 是 正 合 的 ， 所 以 
Hom (Zm,G) = ker(G— G) = mG. 

当 mG 关 G 时 ， 上 述 序 列 的 左 侧 就 不 是 正 合 的 .可 见 一 般 说 来 
Hom 函 子 并 不 保持 序列 的 正 合 性 .这 是 需要 特别 注意 的 . 
4.3 上 链 复 形 与 上 同调 群 

一 个 链 复 形 的 对 偶 , 几乎 是 一 个 链 复 形 , 但 由 于 Hom 是 反 变 函 


子 ， 对 偶 的 边缘 算 子 将 不 是 把 维 数 降 低 一 维 而 是 把 维 数 提高 一 维 . 
为 此 我 们 需要 引进 与 链 复 形 等 等 相 平行 的 一 套 概 念 . 
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定义 4.3 一 个 上 链 复 形 C* = {C?", 99} 是 一 串 Abel 群 C? ( 称 
为 4 维 上 链 群 ) 和 一 串 同 态 59 : C? 一 C%+1 ( 称 为 4 维 上 边缘 算 子 )， 
排 成 一 个 序列 
59+1 


9 q—1 
‘O02 一 一 Ce+l <- O09 0 Cd 一 1 < 一 +。 


满足 条 件 ， 对 每 个 维 数 g 都 有 69 69-! = 0, 即 “ 两 次 上 边缘 为 零 ”. 
C" 的 4 维 上 闭 链 群 
Za(C") := ker6y， 
其 元 素 称 为 4 维 上 闭 链 ; 4 维 上 边缘 链 群 
Ba(C") := im 59-1， 
其 元 素 称 为 4 维 上 边缘 链 . 商 群 
H(C°) := 2Z%(C°*)/ Ba(C") 


称 为 C* 的 4 维 上 同调 群 

注 记 4.2 上 链 复 形 与 链 复 形 的 差别 是 形式 上 的 而 不 是 实质 性 
的 . 设 0* 是 上 链 复 形 . 把 Cs 写成 Ca, 把 9 写成 9_。 我 们 就 得 
到 一 个 链 复 形 C。= {C404}. 反之 亦 然 . 只 需 把 维 数 标记 改变 正 负 
号 ， 链 复 形 与 上 链 复 形 可 互相 转换 . 

定义 4.4 设 0*,D* 是 上 链 复 形 ， 一 个 上 链 映射 /* :C0* 一 DD* 
是 一 串 同 态 j* = {ja : Cr 一 De}, 满足 条 件 ， 对 每 个 维 数 v 都 有 
5 o ja = je+l op, 它 诱导 上 同调 群 的 同 态 f* : H*(C*) 一 HH*(D*). 

定义 4.5 “两 个 上 链 映射 J*,g* : 0* 一 D* 称 为 是 上 链 同 伦 的 ， 
如 果 存在 一 串 同 态 T。 = {7T? : C% 一 D4-1} 使 得 对 每 个 维 数 g, 都 有 


69-1oTd 十 T9+lo 04 = g92 一 


7T。 称 为 联结 f*,g* 的 一 个 上 链 同 伦 , 记号 是 f* 之 g*:C* 一 D* 或 
T* :ff* 之 g* :0* 一 D*. 上 链 同 伦 的 上 链 映射 诱导 出 相同 的 上 同调 
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有 了 这 些 定义 , 我 们 可 以 说 Hom (-, G) 是 从 链 复 形 的 范畴 到 上 
链 复 形 的 范畴 的 反 变 函 子 . 

定义 4.6 ”对 于 链 复 形 C = {0y,64}, 定义 上 链 复 形 Hom (C, GC) 
为 

Hom (C, G) := {Hom (Cy, G), 0 := O941}. 

对 于 链 复 形 之 间 的 链 映射 f= {fa} : C 一 也 定义 上 链 映射 f* : 
Hom (D,G) 一 Hom (COC, G) 为 
f*= {f°:= f? :Hom(Dy,G)— Hom(Cy,G)}. 


对 于 链 映射 之 间 的 链 同 伦 了 = {T : f 之 g :C0 一 D, 定义 上 链 同 伦 
7 :f°*~g*:Hom(D,G) 一 Hom(C,G) 为 
Te = {Te := Te : Hom (De,G) ”Hom(C 1G)} 
上 链 复 形 Hom (C, G) 与 链 复 形 C 之 间 的 Kronecker 积 
全 
规定 为 
(CY, ca)》， 当 内 至 的 


《Ce 
{i 当 p#4¢. 


4.4 奇异 上 同调 群 


设 G 是 一 个 固定 的 Abel 群 . 

我 们 现在 要 把 为 奇异 同调 群 作 过 的 讨论 ， 在 施用 函 子 Hom 之 
后 平行 地 做 一 遍 ， 我 们 也 只 写 出 一 部 分 定义 ， 请 读者 与 以 前 类 似 的 
定义 作 联 系 和 比较 . 

定义 4.7 拓扑 空间 和 的 G 系数 的 奇异 上 链 复 形 是 


S*(X;G) := Hom (S,(X),G) 
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:= {S9(X;G) = Hom (Sy(X),G),6 = "1}. 


由 于 5S,(X) 是 以 X 中 9 维 奇异 单 形 为 基 的 自由 Abel 群 ， 所 以 
X 上 每 个 G 系数 上 链 cy e Sx(X;G) = Hom (Sg(X),G) 可 以 等 同 于 
一 个 函数 {X 中 g 维 奇异 单 形 } 一 G. 

上 链 复 形 S*(X;G) 的 上 同调 群 称 为 X 的 G 系数 的 奇异 上 同调 
群 , 记 作 

H*(X;G) := H*(S*(X;G)). 

以 后 当 系 数 群 G 不 写 明 时 ， 就 理解 为 凋 数 群 G = 2. 

定义 4.8 设 /:X 一 了 是 映射 . 所 诱导 的 上 链 映射 /#: 
5S*(Y;G) 一 5*(X;G) 就 是 { 态 :549(Y;G) 一 54(X;G)}. 它 所 诱导 的 
上 同调 同 态 产 : H*(Y;G) 一 H*(X;G) 称 为 上 所 诱导 的 上 同调 同 态 . 

这 样 ， 我 们 得 到 从 拓扑 空间 的 范畴 到 分 次 群 的 范畴 的 一 个 反 变 
函 子 ，C 系数 的 奇异 上 同调 函 子 8H*(--; G) : {空间 ， 映射 } 一 {分 次 
群 ， 同 态 }. 

定义 4.9 拓扑 空间 XX 的 G 系数 的 增 广 奇 异 上 链 复 形 是 

S*(X;G) := Hom (S$,(X),G) 
:= {$9(X;G) = Hom ($s(X),G), F7 = ,1}. 


注意 5S-1(X; G) = Hom (2Z,G)= G, 而 6-1:= es:G 一 S?(X;G) 把 每 
个 geG 了 映 成 在 XX 上 所 有 的 点 取 常 数值 g 的 函数 . 

映射 了 :一 Y 所 诱导 的 链 上 映射 f# : 5*(Y; G) 一 5*(X;G), 在 
维 数 g > 0 时 与 ]# : 59(Y;G) 一 54(X;G) 相同 , 而 1# :5-1(Y;G) 一 
5S-1(X;G) 规定 为 idc : G 一 G. 

拓扑 空间 X 的 G 系数 的 简约 奇异 上 同调 群 定义 为 


厅 *(X;G) := H*(S*(X; G)). 


映射 f :和 一 了 所 诱导 的 同 态 f* : 到 *(Y; G) 一 开 *(X;G) 规定 为 链 
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映射 /# : 5*(Y;G) 一 5*(X;G) 所 诱导 的 同调 同 态 . 
对 于 空间 偶 的 相对 上 同调 群 ， 我 们 有 类 似 的 一 系列 定义 . 
定义 4.10 ”空间 偶 (X, 4) 的 G 系数 的 相对 奇异 上 链 复 形 定义 
为 
S*(X, A;G) := Hom (S$,(X, A), G). 
它 的 上 同调 群 称 为 空间 偶 (X, 4) 的 G 系数 的 相对 奇异 上 同调 群 , 记 
作 
H*(X, A;G) := H*(S*(X, A; G)). 


空间 偶 的 喘 射 了: (X, 4) 一 (Y, B) 所 诱导 的 相对 上 链 映 射 /* : 
S.(Y, B;G) 一 5*(X,A;G) 是 链 映 射 序 : 5,(X,4) 一 5.(Y,B) 的 对 
偶 ， 它 所 诱导 的 上 同调 同 态 称 为 映射 了 : (X, 4) 一 (Y, B) 所 诱导 的 
相对 上 同调 的 同 态 f* : H*(Y, B;G) 一 H*(X, 4;G). 

这 样 ， 我 们 得 到 从 拓扑 空间 偶 的 范畴 到 分 次 Abel 群 范畴 的 G 
系数 的 相对 上 同调 函 子 H*(-; G) : {空间 偶 ， 喘 射 } 一 { 分 次 群 ， 同 
态 }. 它 是 一 个 反 变 函 子 . 

以 上 这 些 定义 展示 了 奇异 上 同调 与 奇异 (下 ) 同调 之 间 形 式 上 的 
相似 与 对 称 .但 是 我 们 必须 充分 注意 它们 之 间 概 念 上 的 区 别 ， 特 别 
是 在 链 的 水 平 上 . 


4.5 用 上 链 直接 描述 


我 们 提 到 过 ， X 上 每 个 G 系数 上 链 cq e Hom (5s(X),G) 等 同 
于 一 个 函数 cq : {X 中 4 维 奇异 单 形 } 一 G. 链 复 形 的 短 正 合 列 


0 BA SX A =0 
是 裂 正 合 的 ， 根 据 定 理 4.1 中 (1), 其 对 偶 


0 S*(4;G) 六 S*(X;G) 全 5S*(X,A;G) 0 
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空间 偶 (X, 4) 的 上 链  € 59(X, A;G) = Hom (Sg(X)/Sa(4),G) 
可 以 等 同 于 一 个 函数 可, 其 定义 范围 为 {X 中 g 维 奇异 单 形 } 减 去 {4 
中 7 维 奇异 单 形 }, 取 值 于 G. 它 可 以 自然 地 扩张 为 一 个 函数 c2 : {X 
中 gq 维 奇异 单 形 } 一 G, 使 其 在 4 中 奇异 单 形 上 取 值 为 0 (例如 0 维 
上 链 ae 50(X, 4; G) 无 非 是 一 个 函数 四:X -4 一 G, 它 可 以 扩张 
到 和 上 使 得 在 4 上 为 0), 这 就 是 j#( 刀 ). 于 十 ， 上 上 链 映射 入 把 上 
链 复 形 5*(X, 4; G) 嵌入 上 链 复 形 5*(X;G) 作为 子 上 链 复 形 ， 虽 然 
链 复 形 5,(X, 4; G) 是 链 复 形 5,(X; G) 的 商 链 复 形 . 

另 一 方面 ， 5*(4; G) 却 是 5*(X;G) 的 商 上 链 复 形 了 ， 开 的 一 
个 上 链 co : {X 中 4a 维 奇 异 单 形 } 一 G 在 上 链 映 射 诺 下 的 像 其 实 是 
把 这 个 函数 限制 在 {4 中 q 维 奇异 单 形 } 上 ， 即 诸 (c?) = c?|4， 

对 于 映射 上 :和 一 Y, 上 链 映射 f# 其 实 是 把 Y 中 的 函数 09 : {Y 
中 4g 维 奇异 单 形 } 一 G 用 f 拉 回 到 关上 去 , 成 为 一 个 函数 #(c9): 
{X 中 gq 维 奇异 单 形 } 一 G. 

上 同调 序列 中 的 上 边缘 同 态 6* : H(A4;G) 一 H 人 +1(X, 4;G) 可 
描述 如 下 . 设 上 闭 链 z? € Za(4; G) 是 上 同调 类 [z9] e Hx(4;G) 的 代 
表 . 作为 上 链 它 是 个 函数 z? : {4 中 9 维 奇异 单 形 } 一 G, 作为 上 闭 
链 它 在 B,(4) 上 取 值 为 0. 把 它 扩张 成 函数 z? : {X 中 4 维 奇 异 单 
形 } 一 G (在 超出 原来 范围 之 外 的 奇异 单 形 上 随便 取 值 ), 成 为 X 的 
上 链 ， 它 在 关中 的 上 边缘 5Xz? 在 4 上 取 值 为 0 (因为 刚才 说 过 z9 
在 Bo(4) 上 取 值 为 0), 所 以 5Xz? 是 (X,4) 的 q+1 维 相对 上 链 . 其 
实 它 是 (X, 4) 的 上 上 闭 链 ， 因 为 6X 多 (6Xz9) = 6X(6Xz9) =0. 相对 上 
同调 类 [5Xz9] e Hit!1(X, 4; G) 就 是 5*[z9. 

习题 4.2 证 明 : 拓扑 空间 XX 是 道路 连通 的 当 且 仅 当 HH?(X) = 2. 

习题 4.3 设 X= . J Xs 是 六 的 道路 连通 支 分 解 ，A、 = ANXa. 
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证 明 : 有 直 和 分 解 
H*(X,A)= [I FH*(X,, A,), 
入 E4 


即 对 每 个 维 数 g 有 Hi(X, 4) = A H'(X,, A,). 


习题 4.4 试 写 出 上 同调 的 Mayer-Vietoris 序列 . 
习题 4.5 计算 球面 的 上 同调 群 H*(5"; G). 


4.6 上 同调 的 Bilenberg-Steenrod 公理 


上 同调 群 H*(X, 4;G) 有 哪些 基本 性 质 ? 我 们 又 需要 把 以 前 关 
于 下 同调 群 的 定理 和 论证 对 照 检查 一 遍 ， 让 我 们 还 是 用 Eilenberg- 
Steenrod 的 说 法 ， 把 上 同调 群 的 最 基本 的 性 质 也 以 公理 系统 的 形式 
列 出 ， 它 们 与 下 同调 的 公理 系统 是 对 偶 的 . 

一 个 上 同调 论 由 三 个 函数 组 成 : (注意 ， 为 了 排版 的 方便 ， 我 
们 隐 去 了 上 同调 群 记号 中 的 G.) 

(1) 对 于 每 个 整数 g, 每 个 空间 偶 (X, 4), 对 应 着 一 个 Abel 群 
HA(X, A). 

(2) 对 于 每 个 整数 % 每 个 喘 射 / : (X, 4) 一 (Y, B), 对 应 着 一 个 
同 态 (f*)? : HY(Y, B) 一 H'(X, A). 

(3) 对 于 每 个 整数 g, 每 个 空间 侦 (X, 4), 对 应 着 一 个 同 态 (6*)? : 
Hi(4) 一 H9+1(X, 4) 这 里 4 代表 空间 偶 (4,0). 

这 些 函 数 要 满足 下 列 七 条 公理 按 惯例 ， 我 们 略 去 上 疡 和 5 的 
维 数 上 标 . 

公理 1 (单位 律 ) 若 id 是 恒 同 映射 ， 则 id* 是 恒 同 同 态 . 

公理 2 (复合 律 ) (gof)*= f*og*. 

公理 3 (自然 性 ) 若 f:(X,4) 一 (YB) 是 映射 ， 则 下 面 的 图 表 
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Fo+l(X, A) 6” Fe(4) 


"| fos 


Fre+l(Y B) < HA(B) 
公理 4 ( 正 合 性 公理 ) 序列 
Htl(X, A HA A) HIAX) HX, A Hr-1(A)*— 


是 正 合 的， 其 中 i 4 一 关 与 7: (X,0) 一 (X,4) 都 是 含 入 映射 . 
公理 5 ( 同 伦 公 理 ) 若 /之 g:(X,4) 一 (Y,B) 是 同 伦 的 喘 射 ， 
则 f*=g*. 
公理 6 (切除 公理 ) 若 (X,4) 是 空间 偶 ， 和 的 开 子 集 W 满足 
条 件 砚 c Int 4, 则 含 入 映射 i: (XX 一 W,4 一 W) 一 (X,4) 诱导 的 同 
态 是 同 构 
1:H'(X,A) SH:(X -WA-W). 
公理 7 ( 维 数 公理 ) 大 pt 是 单 点 空间 ， 则 
G， 当 4= (0， 
0， 当 4 天 0. 
请 读者 自己 验证 奇异 上 同调 群 满足 上 述 Bilenberg-Steenrod 公理 ， 
从 而 证 明 满 足 这 些 公理 的 上 同调 论 的 存在 性 . (Eilenberg 和 Steenrod 
在 有 限 单纯 复 形 偶 的 范畴 上 ，,， 证 明了 满足 这 些 公理 的 上 同调 论 的 唯 
一 性 . ) 本 章 讲 过 的 关于 奇异 同调 群 的 定理 也 都 有 其 上 同调 版 本 . 
* 习 题 4.6” 试 草拟 简约 同调 论 公 理 的 上 同调 版 本 . 


H(pt ) = | 


4.7 上 下 同调 群 的 Kronecker 积 


在 讨论 对 偶 性 问题 时 ， Kronecker 积 是 个 非常 有 用 的 概念 ， 根 
据 上 链 复 形 的 定义 ， 我 们 有 Kronecker 积 的 交换 图 表 
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Sot1(X, A;G) x Suni(X,A) -CC 
| ?| | 
SA(X,AG) x Sl(X,A) HG 
用 式 子 来 写 ， 就 是 
(5c9 ce+1) = (cd, Oca+1), Ve € 59(X,A;G), cari € Sari(X, 4)， 


把 上 下 链 的 Kronecker 积 限制 在 闭 链 群 和 边缘 链 群 上 看 ， 我 们 
得 到 


Za(X,A;G) x Zs(X,A) SRG, 
ZX MO ABR A CR 0 
Bo(X, A;G) x ZX,A) So. 
由 于 Kronecker 积 是 双 线 性 的 ， 我 们 可 以 过 渡 到 同调 群 去 ， 定 义 上 
下 同调 群 的 Kronecker 积 
HX MG) x EEA) SG. 
([z9], [sg]) := (2%,20), Vz € 2°(X, A;G), zo € Za(X, A). 
像 定 义 4.6 中 一 样 ， 我 们 常 把 Kronecker 积 的 概念 扩充 成 
(-,—) : H*(X, A;G) x H,(X, A)— G, 
总 是 认为 不 同 维 数 的 上 下 同调 群 之 间 的 Kronecker 积 等 于 0. 
这 个 Kronecker 积 是 自然 的 ， 即 对 于 映射 f: (X, 4) 一 (Y, B) 有 
交换 图 表 
H(X, A;G) x H,(X,A) -于 G 


a | 


Hl(Y, B;G) x HY,B) -一 一 ee 
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或 者 用 式 子 来 写 
(Flz'g], [za]) = ([2%], fslza)), Vz € 2°(Y,B;G), za € Za(X,A). 
读者 还 应 该 愉 验 一 下 ， Kronecker 积 与 上 下 同调 正 合 序列 是 协 
调 的 ， 即 有 交换 图 表 (第 一 行 中 隐 去 了 上 同调 群 记号 中 的 G) 
Hotl(X, A)- Bo(A) ox) HX, A) + fo-1(A) 
x x x x x 
Hon(X,A) (4) (XX) Ha(X, A) 1(A) 


I» | 二) 一 / | 《一 ,一 / | (—,—) | (一 ,一 ) 


G G G G G 


习题 4.7 检验 这 图 表 右 边 那 块 的 交换 性 . 
思考 题 4.8 试 讨论 上 下 同调 的 Mayer-Vietoris 序列 之 间 的 对 偶 


定义 4.11 上 下 同调 群 的 Kronecker 积 提供 给 我 们 一 个 同 态 
k: HX,A;G) — Hom (Hy(X, A),G), 
r([2°])([2a]) := 《[z9]， (2a)). 
定理 4.3 同 态  : HI(X, 4;G) 一 Hom (Hs(X,4),G) 是 满 同 
态 ， 并 且 存 在 同 态 ,: Hom (Hs(X, 4),G) 一 (4;G) 使 得 ko4= 
id : Hom (H,(X, A), G) 一 Hom (Ha(X, A), G), 因而 Hom (Ha(X, A), G) 
是 H?(X, 4; G) 的 直 和 加 项 ， 如 果 HU-1(X,4) 是 自由 的 ， 则 是 个 
同 构 . 
* 证 明 为 记号 简单 起 见 ， 我 们 将 用 56, Za, Ba, Hs 分 别 代表 整数 
系数 的 So(X, 4A), Za(S,(X, A)), Ba(S:(X, A)), Ha(X, A). 
(A) 证 明 “6 是 满 同 态 . 设 8 e Hom (Hy,G)， 同 态 $ : Hs = 
Za/ Bu 一 G 决定 一 个 同 态 几 :2 一 G (za) = (9， [zaj), 它 把 Bo 映 
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成 0. 假如 我 们 能 证 明 内 : Z4 一 G 可 以 扩张 成 同 态 8 : 5 一 G, 就 能 
完成 定理 的 证 明 . 理由 如 下 : 

(1) 这 样 的 扩张 是 个 上 链 $ € 59(X, 4; G). 

(2) 它 是 个 上 闭 链 ， 因 为 对 于 任意 的 链 co+l e So+a， 


(69, ca+1) = (8, Ocg+1) = (¢', Ocg+1) = 0. 


所 以 它 决 定 一 个 上 同调 类 [8] e HY(X, 4; G)， 
(3) s([9]) = gs Hom (Hy,G), 因为 对 于 任意 的 闭 链 ze 2 


nr([9]) ([zd]) = ([g), [zal) = (由 20) = (9, za) = (9, [2a]) = $([zq]). 


现在 来 说 明 为 什么 同 态 V8 : 24 一 G 可 以 扩张 成 同 态 $: 5 一 G. 
我 们 有 短 正 合 列 0 一 24 一 S54 2 Bo_1 一 0， Bs_1 作为 自由 Abel 群 
34-1 的 子 群 也 是 自由 的 ， 因 此 上 述 序列 是 裂 正 合 的 ， 双 是 5, 的 直 
和 加 项 . 所 以 2 上 的 任意 同 态 都 能 扩张 到 5。 上 去 . 

(B) 同 态 4 的 定义 ， 上 面 (A) 中 从 同 态 $ : Hs 一 G 得 到 同 态 
9 : 54 一 G 的 做 法 是 可 加 的 , 即 而 十 82 = Py 十 82. 所 以 式 子 (6) = 因 
所 定义 的 对 应 “: Hom (Hs(X, 4),G) 一 H4(X, 4;G) 是 一 个 同 态 ， 满 
足 “oc(g= 

(C) 考察 < 的 核 . 设 ze Za(5*(X,4;G)) 使 得 (lzq]) = 0 < 
Hom (Ha, G). 则 对 所 有 的 ze Za 有 (z2, zg) = ([z9], [zg]) = 0. 作为 上 
链 ， z 是 个 同 态 ，22 : Sg 一 G, 现在 它 把 2 映 成 0. 所 以 它 诱导 一 
个 同 态 沙 : Bo_1 一 G, 使 得 (w,6cy) = 《z9; Cq), Vcg € 99. 

假如 我 们 能 证 明 ， 这 个 同 态 多: Bg-1 一 G 可 以 扩张 成 同 态 
几 : 5g-1 一 G, 就 能 证 明 “是 单 同 态 ， 理 由 如 下 : 

(1) 这 样 的 扩张 是 个 上 链 wp € 54-1(X, 4; G). 

(2) 5y = z4, 因为 对 于 任意 的 链 cv e 5 


(6%, co) = (w, Oca) 3 (vy, Qca) (2%, Ca). 
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所 以 上 同调 类 [za] = 0 e Hi(X, 4;G). 

现在 来 说 明 为 什么 同 态 多 : Bs_! 一 G 可 以 扩张 成 同 态 光 : 
Dg-1 一 C. 我 们 有 短 正 合 列 0 一 了 -1 一 和 G 一 1 一 Ha-_1 一 :0， 根据 
假定 五 _: 是 自由 的 ， 因 此 上 述 序列 是 裂 正 合 的 ， Bo-l 是 Zo-i 的 
直 和 加 项 ， 所 以 B6_1 上 的 任意 同 态 都 能 扩张 到 2Z4_1 上 去 ， 并且 如 
前 面 (A) 中 所 说 还 能 进一步 扩张 到 54_1 上 去 . 口 

习题 4.9 设 映射 f : S" 一 5" 的 度 是 de 2. 试 证 明 上 同调 的 
同 态 *: "(5";G) 一 H"(5";G) 把 每 个 元 素 映 成 自己 的 4 倍 . 

习题 4.10 计算 闭 曲面 的 整数 系数 上 同调 群 . 

习题 4.11 设 有 Abel 群 的 短 正 合 列 

0—G' GG"—0. 
试 证 明 有 上 和 链 复 形 的 短 正 合 列 
0— S*(X;G") -2 5S*(X;G) 5*(X;G") — 0, 
因而 有 长 的 正 合 上 同调 序列 
ES HX;G) Se HX; 0) HX; GO") Sm Ht!(X;G) 一 ， 

其 中 的 上 边缘 同 态 #* 称 为 Bockstein 同 态 ， 常 记 作 9*， 

试 对 射影 平面 与 Klein 其， 对 于 系数 序列 

0 一 一 2 一 -Za 一 -0， 

计算 扩 
4.8 域 系 数 的 奇异 链 群 与 同调 群 


整数 群 Z 是 标准 的 系数 群 ， 当 我 们 未 指明 系数 群 时 ， 都 应 理解 
为 整数 系数 ， 除 此 以 外 ， 最 常用 的 系数 群 是 整数 模 p 群 Zr (p 是 素 
数 ), 有 理 数 群 Q, 实数 群 E, 复数 群 C. 它们 都 是 域 ， 于 是 链 群 、 上 
链 群 、 同 调 群 、 上 同调 群 等 都 可 以 自然 地 看 作 线 性 空间 ， 线 性 代数 
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的 强 有 力 的 方法 和 工具 就 可 以 用 了 ， 我们 现在 就 来 讨论 这 种 以 域 作 


为 系数 群 的 情形 . 

取 定 一 个 域 F. 下 面 讲 到 线性 空间 和 线性 映射 ， 都 是 以 下 为 系 
数 域 的 . 

对 于 域 尺 上 的 任意 线性 空间 L, 让 我 们 以 Hom rp(L,Ff) 记 工 的 
对 偶 线 性 空间 ， 即 全 体 线性 函数 工 一 焉 所 组 成 的 线性 空间 . 在 线性 
代数 意义 下 的 对 偶 (以 后 简称 线性 对 偶 ), 是 一 个 反 变 函 子 ， 记 作 

Hom F( 一 , 耳 ) : { 线 性 空间 ， 线 性 映射 } 一 {线性 空间 ， 线 性 映射 }. 

设 4 是 自由 Abel 群 ， 以 {Qi} 为 基 . 则 4 @ 可 以 自然 地 看 成 
域 上 的 以 {4i} 为 基 的 线性 空间 ;， Hom (4, 卫 ) 也 可 以 自然 地 看 成 
全 体 函 数 {ai} 一 五 组 成 的 线性 空间 ， 于 是 它们 是 线性 代数 意义 下 
的 对 侦 

Hom (A,F) = Hom F(A® FF). 

让 我 们 换个 说 法 ， 把 这 件 事 说 得 更 仔细 一 点 . 

对 于 任意 的 自由 Abel 群 4, 张 量 积 A@% F (这 里 我 们 暂时 忘记 
玉 中 的 乘法 ， 只 考虑 下 的 加 法 运算 形成 的 Abel 群 ,来 做 张 量 积 ) 是 
个 Abel 群 . 我 们 可 以 定义 一 个 乘法 ， 开 的 元 素 乘 上 4 @ 的 元 素 
得 出 4@ 忆 的 元 素 ， 如 下 ， 

和 .( oem :一 》og@(A.Ai)， 其 中 A,pi € Fai; € 4. 
容易 验证 ， 在 这 乘法 下 4@F 成 为 域 下 上 的 一 个 线性 空间 ; 而 晶 对 
于 同 态 1 : 4 一 4', 张 基 积 同 态 /8 idr : 4@ 卫 一 4'@ 了 成 为 一 个 
线性 映射 . 于 是 ， 张 量 积 函 子 -@F 了 就 成 了 从 自由 Abel 群 范畴 到 线 
性 空间 范畴 的 一 个 协 变 函 子 

一 外 王 : {Abel 群 ， 同 态 } 一 {线性 空间 ， 线 性 映射 }. 

类 似 地 ， 对 于 任意 的 自由 Abel 群 4, 同 态 群 Hom (4, 五) (我 们 

也 暂时 忘记 F 中 的 乘法 ， 只 考虑 了 的 加 法 运算 形成 的 Abel 群 ， 
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来 取 Hom ) 是 个 Abel 群 . 我 们 可 以 定义 一 个 乘法 ， 五 的 元 素 乘 上 
Hom (4, 王 ) 的 元 素 得 出 Hom (4, 了) 的 元 素 ， 如 下 : 
(A-9)(0):=A G0) WR (人 办 oO := A (9,0). 
容易 验证 ,在 这 乘法 下 Hom (4, A) 成 为 域 忆 上 的 一 个 线性 空间 ; 而 
且 对 于 同 态 f : 4 一 4 对 偶 同 仿 f° : Hom(4',Ff) 一 Hom(4,f) 成 
为 一 个 线性 映射 ， 于 是 ， 函 子 Hom (-, A) 就 成 了 从 自由 Abel 群 范 
畴 到 域 尺 上 的 线性 空间 范畴 的 一 个 芭 变 函 子 
Hom (一 , 卫 ) : {Abel 群 ， 同 态 } 一 { 线 性 空间 ， 线 性 喘 射 上 
这 两 个 函 子 之 间 有 线性 对 偶 的 关系 : 
命题 4.4 设 4 是 自由 Abel 群 . 则 线性 映射 
w: Hom(A,F) — Hom F(A® ,Hr,), 

(w($),a ® AN) := (9,a) AN vo EHom(A,F), a€E A, AEPF 
是 个 同 构 ， 而 且 它 与 同 态 f : 4 一 4' 的 对 侦 同 态 f* 可 交换 ， 换 向 
话说 ， 用 w 我 们 可 以 把 两 个 反 变 函 子 等 同 起 来 
Hom (—,F)= Hom (一 四 了 书局) : 

{Abel 群 ， 同 态 } 一 {线性 空间 ， 线 性 映射 }. 

证 明 (1) 不 难 验证 w 的 确 是 个 线性 映射 . 

(2) w 是 单 的 .如果 w(9) = 0, 则 对 任何 we 4 有 

0 = (w(9),a ® 1) 一 (9, a) "1= (9, a), 
所 以 $= 0 € Hom (4,F). 

(3) w 是 满 的 . 设 几 :4@ 卫 一 了 是 线性 函数 ， 定 义 9:4 一 下 
为 9(a) := yw(a@1). 易 见 这 是 Abel 群 的 同 态 ，$ es Hom (4, 了). 验 
证 w(g = 人 

(w(9),a ® A) (9, a) “入 = Ya® 1) -入 = VY(a®AN), 
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最 后 一 个 等 号 因为 是 线性 函数 . 
(4) w 与 f* 可 交换 . 设 内 e Hom(4',F)， 验算 : 对 于 任意 的 
aEA 和 入 eR, 


(feidr) w($),a 8 N= (w(9),(f idr)(a ©® N)) 
= (w(0), f(a) ® N = (8,f(0)) 和 
= (f°(9),0) .A= (wf° (8),4 ® AN). 上 


注 记 4.5 其实 这 个 命题 不 但 对 自由 Abel 群 4 成 立 ， 对 一 般 . 


Abel 群 4 也 是 成 立 的 . 因为 按照 前 面 关 于 一 般 Abel 群 张 量 积 的 讲 
法 去 理解 ， 上 面 这 一 番 论 述 并 不 限于 自由 的 Abel 群 4. 

这 样 ,对 于 系数 域 F, 空间 偶 的 奇异 链 复 形 S.(X, 4; F) = 5,(X, 4) 
SF 与 奇异 上 链 复 形 8*(X, A; P) = Hom (5.(X, 4), F) 都 是 域 王 上 的 
线性 空间 ， 并 且 有 线性 对 偶 

S*(X, A; F) = Hom r(S,(X, 4; F),F). 
在 同调 群 的 水 平 上 也 有 线性 对 偶 
H*(X, A; F) = Hom Fp(H:(X, A;F), F). 


更 确切 地 说 ， 是 有 

定理 4.6 Kronecker 积 HI(X, 4A; 了) x Hy(X, 4; 下 ) 一 下 给 出 的 
线性 映射 <: H?(X, 4; 了) 一 Hom (Ho(X, 4; 五),) 是 同 构 . 

证 明 平行 于 定理 4.3 的 证 明 . 注意 ， 在 线性 空间 的 范畴 里 ， 线 
性 映射 的 扩张 从 来 不 成 问题 . 口 


4.9 de Rham 定理 简介 


设 X 是 光滑 流 形 . 以 Qa(X) 记 X 上 的 gq 次 微分 形式 组 成 
的 ( 实 系数 ) 线性 空间 ， 以 4 : Rx(X) 一 Q4+1(X) 记 外 微分 算 子 . 
则 {9*(X),d} 是 以 实数 域 RR 为 系数 域 的 上 链 复 形 ， 其 上 同调 记 作 
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HiR(X), 称 为 和 的 de Rham 上 同调 . 

微分 几何 中 的 这 个 慨 念 正好 可 与 奇异 上 同调 作 类 比 ，g 次 微分 
形式 相当 于 gq 维 上 链 ， 外 微分 算 子 相当 于 上 边缘 算 子 ， 闭 微分 形式 
相当 于 上 闭 链 ， 恰 当 微 分 形式 相当 于 上 边缘 链 . 

定理 4.7 (de Rham 定理 ) 光滑 流 形 的 de Rham 上 同调 同 构 
于 实 系数 的 奇异 上 同调 ， 即 HR(X) 兰 7*(X; 有 R). 

详细 一 点 说 ， 

(1) 以 Ssmooth(X; R) 记 以 光滑 奇异 单 形 o : A 一 X 为 基 的 实 
线性 空间 ， 含 入 链 喘 射 


oo -9X BR) 
是 一 个 链 同 伦 等 价 . 因而 它 的 Kronecker 对 侦 
S*(X; R) 一 Ssmooth(X; R) 


是 一 个 上 链 同 伦 等 价 . 
(2) 4 次 微分 形式 在 4 维 链 上 的 积分 ， 给 出 一 个 双 线 性 函数 


Q(X) x Sim XR) R, (v0) / w. 
o 


= /ww 
Oo o 


换 句 话说 ， 外 微分 算 子 与 边缘 算 子 对 偶 ， 这 给 我 们 一 个 上 链 喘 射 


Stokes 公式 说 


Q(X) 一 Hom rg(Ss™°°th (xX; R), R) = 5 000n (X; R). 


它 是 一 个 上 链 同 伦 等 价 . 

这 两 件 事 合 起 来 就 得 到 de Rham 定理 . 

微分 形式 可 以 相 乘 . 一 个 2 次 微分 形式 pe Q?(X) 与 一 个 4 次 微 
分 形式 we R24(X) 的 外 积 是 一 个 p+4 次 微分 形式 p 和 人 & ?ta(X)， 
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其 外 微分 公式 是 
dpA 荔 ) = dp 入 仇 十 (一 HzP Ady. 


因而 两 个 闭 微分 形式 的 外 积 还 是 闭 微分 形式 . 由 此 引出 de Rham 上 
同调 类 之 间 的 外 积 ,使 得 de Rham 上 同调 HR(X) 自然 地 成 为 一 个 
环 . 

我 们 在 第 四 章 将 会 讲 到 ， 拓 扑 空间 的 奇异 上 链 之 间 也 可 以 定义 
一 种 乘法 ， 称 为 上 积 ,使 得 上 同调 了 7*(X; R) 也 成 为 一 个 环 . 这 样 ， 
定理 4.7 所 说 的 同 构 将 不 但 是 线性 空间 的 同 构 , 而 且 还 是 环 的 同 构 . 

de Rham 定理 是 代数 拓扑 学 与 微分 几何 学 之 间 的 主要 桥梁 ， 非 
常 重要 .读者 可 以 参看 文献 四 [3]. 


第 三 章 胞 腔 同 调 


本 章 的 中 心 课题 是 同调 群 和 上 同调 群 的 计算 . 许多 常用 的 空间 
都 可 以 放 分 成 形状 简单 的 小 块 ， 因 而 我 们 将 研究 由 标准 砖 块 构筑 而 
成 的 空间 . 这 是 复 形 概念 的 由 来 . 历史 上 最 先 研究 的 是 单纯 复 形 , 其 
砖 块 是 单 形 ， 建 立 链 群 与 同调 群 的 方式 称 为 单纯 同调 论 ， 后 来 使 用 
更 多 的 是 胞 腔 复 形 ， 其 砖 块 是 胞 腔 ， 建 立 链 群 与 同调 群 的 方式 称 为 
胞 腔 同 调 论 ， 胞 腔 复 形 比 单纯 复 形 灵活 ， 削 分 所 需 的 胞 腔 个 数 少 ， 
计算 方便 . 

为 了 简化 讨论 ， 集 中 读者 的 注意 力 ， 我 们 采取 以 下 方针 : 

。 胞 腔 复 形 的 一 些 同 伦 性 质 将 作为 基本 事实 引用 , 不 给 出 证 明 . 

。 主 要 讨论 有 限 胞 腔 复 形 ， 避 开 有 关 无 限 复 形 的 技术 性 问题 . 

。 虽然 我 们 讨论 胞 腔 复 形 偶 ， 但 建议 初学 者 专注 于 单个 胞 腔 复 
形 ， 即 子 复 形 为 空 的 情况 . 
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胞 腔 复 形 说 明 怎样 用 粘贴 胞 腔 的 方法 从 无 到 有 地 把 一 个 空间 建 
造 出 来 
1.1 胞 腔 复 形 

定义 1.1 拓扑 空间 Y 称 为 一 个 a 维 闭 胞 腔 , 如 果 它 同 胚 于 4 


维 实心 球 D4. 拓扑 空间 Y 称 为 一 个 4 维 胞 腔 ， 如 果 它 同 胚 于 维 
开 实 心 球 Int D4 := D9 S471. 
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定义 1.2 Hausdorf 空间 X 上 的 一 个 胞 腔 剖 分 或 CW 剖 分 , 是 


指 把 X 分 解 为 互 不 相交 的 子 集 {e8} 的 并 集 (对 于 每 个 维 数 g > 0, i 
属于 某 个 指标 集 4o), 使 得 : 

(1) 每 个 ef 是 一 个 a 维 胞 腔 ， 且 存在 连续 映射 wz : De 一 称 把 
Int D4 同 有 地 喘 威 ef 2 这 27 称 为 e 的 特征 映射 , 只 要 求 存在 ， 不 要 
求 唯一 ; 

(2) 胞 腔 ef 的 边缘 外 := 可 -68 的 每 一 点 都 属于 低 于 g 维 的 胞 
腔 . 

如 果 胞 腔 个 数 是 无 限 的 ， 则 还 要 求 满足 两 个 条 件 ; 

(3) ( 团 包 有 限 ) 每 个 胸腔 e 的 闭 包 只 与 有 限 多 个 胞 腔 相 交 

(4) ( 弱 拓 扑 ) 于 的 任意 子 集 刁 是 闭 集 当 且 仅 当 对 于 每 个 胞 腕 ey， 
交集 Rn 如 都 是 紧 的 . 

这 后 两 个 条 件 (Closure finite 和 Weak topology) 是 CW 名 称 的 
由 来 . 

取 定 了 胞 腔 剖 分 的 空间 ， 称 为 胞 腔 复 形 或 CW 复 形 . 其 胞 腔 的 
最 大 维 数 称 为 这 胞 腔 复 形 的 维 数 ; 如 果 没 有 最 大 的 维 数 ， 就 说 它 是 
无 限 维 的 , 如 果 胞 腔 个 数 是 有 限 的 ， 就 说 它 是 有 限 胞 腔 复 形 , 这 时 
是 紧 的 Hausdorf 空间 . 

记 X*= 局 ef 为 维 数 < 的 全 体 胞 腔 的 并 集 . 由 条 件 (2) 知 


以“ 是 元 中 闭 子 集 , 称 为 X 的 大 维 骨架 . 
胞 腔 复 形 的 另 一 个 定义 ， 更 好 地 反映 逐步 构建 的 观念 : 
定义 1.3 拓扑 空间 XX 上 的 一 个 胞 腔 剖 分 或 CW 剖 分 , 是 指 在 
XX 中 取 定 了 一 个 闭 子 空间 上 升 阶梯 
由 过 天 CC Uxr=X 


Xs 称 为 的 gq 维 骨 架 , 使 得 : 
(a) 对 每 个 维 数 g > 0, X? 是 在 X%-! 上 粘贴 若干 9 维 胞 腔 而 
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成 . 准确 地 说 ， 有 一 个 映射 22 : i 3S2-1 一 X41, X49 就 是 用 把 
HZY 粘贴 到 Xo-! 上 去 得 到 的 空间 XUpe D4&. 这 里 hy 是 一 


RE 1 S4-! 表示 无 交 江 ，54-! 的 这 些 拷 员 {S87} 互 不 相交 
i 成 一 开 集 ; 也 可 以 说 成 是 空间 hg x 54-!, ho 取 离 散 
拓扑 . 烙 入 后 的 每 个 Int DY 记 作 el, 称 为 浏 分 里 的 一 个 q 维 胞 腔 ， 是 
Xs 一 X01 的 一 个 道路 连通 分 支 ， D8 被 粘 入 X? 而 引起 的 粘 入 映射 
p94 : Da 一 X 称 为 胞 腔 eg 的 特征 映射 , 28 := p215971 : S47! 一 X01 
称 为 该 胞 腔 的 粘贴 映射 , 

(b) ( 弱 拓扑 ) X 的 任意 子 集 已 是 闭 集 当 且 仅 当 对 于 每 个 维 数 g， 
交集 Pn Xs 都 是 X? 中 的 闭 集 . 

取 定 了 胞 腔 痢 分 的 空间 ， 称 为 胞 腔 复 形 或 CW 复 形 . 如 果 胞 腔 
总 数 是 有 限 的 ， 就 说 是 有 限 胞 腔 复 形 . 

这 两 个 定义 其 实 是 等 价 的 , 我 们 不 去 论证 了 . 图 3.1 是 示意 图 ， 
图 3.2 是 环 面 的 几 个 不 同 的 胞 腔 放 分 ， 左 图 是 最 经 济 的 胞 腔 训 分 ， 
右 图 是 一 个 单纯 前 分 (定义 3.1), 所 需 单 形 个 数 较 多 ， 使 用 不 便 . 中 
间 的 图 是 一 个 正则 胞 腔 复 形 ( 见 第 五 章 定 义 1.1). 


< 人 SA 


图 3.1 胞 腔 复 形 


例 1.1 0 维 的 胞 腔 复 形 是 离散 的 拓扑 空间 . 
例 1.2 单纯 复 形 可 以 自然 地 看 成 胞 腔 复 形 ， 其 胞 腔 是 开 单 形 . 
例 1.3 nn 维 球面 5* 可 以 前 分 成 只 有 两 个 胞 腔 ， 一 个 是 0 维 
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的 ， 男 一 个 是 nn 维 的 ， 后 者 的 粘贴 映射 是 常 值 映 射 5"-1 一 pt. 这 
显示 胞 腔 谢 分 比 单纯 族 分 更 灵活 、 更 经 济 . 


uu 


图 3.2 环 面 的 几 个 胞 腔 剖 分 


事实 1.1 有 限 胞 腔 复 形 是 紧 的 Hausdorf 空间 . 胞 腔 复 形 总 是 
正规 空间 ， 而 且 任 一 紧 子 集 只 与 有 限 多 个 胞 腔 相交 . 

例 1.4 设 X,Y 是 胞 腔 复 形 ， 胞 腔 的 集合 分 别 是 {ef} 和 {e9}. 

定义 乘积 复 形 XxY 如 下 : 其 胞 腔 集合 是 {e? xe?}, 骨架 是 (XxY)" = 
(J X? xyY?, 胞 腔 ef x e? 的 特征 映射 是 乘积 映射 


p+g=r 


pxpI:D?xDI— XXxY. 


当 X,Y 至 少 有 一 个 是 有 限 胞 腔 复 形 时 ， 这 样 定义 的 乘积 复 形 
确实 是 乘积 空间 X xY 的 胞 腔 旗 分 . 

单位 区 间 工 总 是 痢 分 成 两 个 顶点 一 条 楼 组 成 的 胞 腔 复 形 ， 于 是 
胞 腔 复 形 上 的 柱 形 Xx 工 有 其 自然 的 乘积 前 分 . 

当 X,Y 都 是 无 限 复 形 时 , 乘积 复 形 与 乘积 空间 虽然 点 集 相同 ， 
拓扑 却 不 一 定 相 同 ， 前 者 的 拓扑 是 弱 拓 扑 ， 闭 集 可 能 比 后 者 的 多 . 
但 是 两 者 的 奇异 单 形 是 相同 的 ， 因 为 奇异 单 形 的 像 集 是 紧 的 (用事 
实 1.1). 所 以 就 奇异 同调 论 而 言 ， 我 们 不 必 担 心 这 种 差别 . 

定义 1.4 设 X 是 CW 复 形 ， 闭 子 集 4 CX 你 为 子 复 形 , 如 
果 4 是 XX 的 一 些 胞 腔 的 并 集 ， 这 时 4 具有 显然 的 CW 削 分 ， 且 
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A* = ANXK*. 

例如 每 个 维 数 的 骨架 X* 者 是 X 的 子 复 形 . 

定义 1.5 设 和 是 CW 复 形 ，4 是 其 子 复 形 ， 则 (X, 4) 称 为 
一 个 胞 腔 复 形 偶 或 CW 复 形 偶 . 


1.2 胞 腔 映 射 


定义 1.6 设 (X,4) 与 (YB) 都 是 胞 脐 复 形 偶 . 喘 射 f:(X,4) 一 
(Y, B) 称 为 是 胞 腔 映 射 , 如 果 对 于 所 有 的 维 数 k, 莉 有 f(X*) CY*. 

思考 题 1.1 (1) 设 X 是 CW 复 形 ，4 是 子 复 形 ， 试 给 商 空间 
X/4 一 个 胞 腔 削 分 ， 

(2) 设 (X, 4) 是 胞 腔 复 形 偶 ，f : 4 一 了 是 胞 腔 喘 射 ， 试 给 贴 
空间 YUyX 一 个 胞 腔 剖 分. 

(3) 设 X,Y 是 胞 腔 复 形 ，j: 于 一 工 是 胞 腔 映 射 ， 试 给 映射 锥 
CF 一 个 胞 腑 痢 分 ， 

事实 1.2 ( 胞 腔 逼 近 定 理 ) 设 (X,4) 与 (Y,B) 都 是 胞 腔 复 形 
偶 ，f: (4) 一 (YB) 是 任意 的 映射 ， 则 一 定 存在 胞 腑 映射 9 : 
(X, 4) 一 (Y, B) 使 得 g 之 了: (X,4) 一 (7,B). 这 样 的 9 称 为 了 的 胞 
腔 有 逼近 . 换 句 话说 ， 胞 腔 复 形 偶 之 间 的 任意 映射 都 有 胞 腔 逼 近 . 

进一步 说 ， 如 果 f 在 4 上 的 限制 f|4 : 4 一 B 本 来 就 是 胞 腔 映 
射 , 则 胞 腔 副 近 9g : (X, 4) 一 (YB) 可 以 取得 使 g = frel4 :(X,4) 一 
(Y, B). 


*1.3 拓扑 空间 的 CW 逼近 


胞 腔 复 形 是 带 有 胞 腔 训 分 的 拓扑 空间 .并非 所 有 的 拓扑 空间 都 
能 有 胞 腔 削 分 ， 例 如 第 一 章 思考 题 3.6 中 的 空间 就 没有 胞 腔 襄 分. 

但 是 就 同调 论 而 言 ， 讨 论 胞 腔 复 形 并 不 损失 普遍 性 ， 因 为 每 个 
拓扑 空间 都 可 以 用 CW 复 形 来 逼近 .确切 的 含义 如 下 : 

定义 1.7 设 六 是 拓扑 空间 .对 任意 拓扑 空间 2, 以 [2,3 记 
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映射 2 一 X 的 同 伦 类 的 集合 ， 映 射 / : X 一 了 诱导 的 函数 记 作 
f: [2,X] = [2,Y), 
定义 为 
(映射 2 一 -XX 的 同 伦 类 ) = (映射 2 二 < Y 的 同 伦 类 ). 


设 X,Y 是 拓扑 空间 . 映射 :XX 一 Y 称 为 一 个 弱 同 伦 等 价 , 如 
果 对 于 每 个 有 限 CW 复 形 K, f 所 诱导 的 函数 


f:[K,X] = [K,Y] 


都 是 一 一 对 应 . 

注意 ， 哗 同 伦 等 价 是 一 种 映射 ， 并 不 是 拓扑 空间 之 间 的 一 种 等 
价 关 系 . 

定义 1.8 从 一 个 CW 复 形 K 到 拓扑 空间 X 的 一 个 弱 同 伦 等 
价 9 : KK 一 XX 称 为 拓扑 空间 X 的 一 个 CW 下 近 . (参看 文献 [20] 
p.69.) 

例 1.5 设 X,Y 都 是 胞 腔 复 形 . 例 1.4 中 的 乘积 复 形 XxY 是 
乘积 空间 XxY 的 CW 逼近 . 

事实 1.3 (1) 每 个 拓扑 空间 和 都 一 定 有 CW 融 近 9$:K 一 XX 
存在 .这样 的 CW 复 形 K 的 同 伦 型 被 X 所 唯一 决定 . 

(2) 拓扑 空间 XX 的 CW 逼近 4: 天 一 六 一 定 诱导 奇异 同调 群 的 
同 构 

办 : Hs(K)— H,(X). 
(3) 设 空间 X 有 CW 台 近 9 :KK 一 XX, 空间 Y 有 CW 逼近 


几 :L 一 了 . 设 f :XX 一 Y 是 映射 则 存在 胞 腔 喘 射 / : K 一 工 使 得 
由 of 之 fog, 亦 即 使 得 图 表 
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六 


K 一 上 L 
| 
fy 

是 同 伦 交换 的 ， 并 且 这 样 的 胞 腔 映 射 了 在 同 伦 的 意义 下 是 唯一 的 . 
(参看 文献 [20] p.70.) 

不 但 如 此 ， 还 可 以 模仿 构 作 奇异 链 复 形 的 办 法 来 构 作 CW 通 
近 ， 得 到 函 子 式 的 “ 尘 单纯 ”CW 逼近 (参看 文献 [9] pp.145 一 152): 

事实 1.4 存在 一 个 协 变 函 子 

5 : {拓扑 空间 ,连续 映射 } 一 { 胞 腔 复 形 , 胞 腔 映 射 }， 

并 且 对 每 个 空间 X 存在 一 个 弱 同 伦 等 价 rX : S(X) 一 XX, 使 得 : 

(1) 对 每 个 喘 射 f :六 一 Y 有 交换 图 表 


MX) SS g(r) 


流 二 .各 


(2) S(X) 的 胞 腔 一 一 对 应 于 关中 的 奇异 单 形 ,映射 aX : S(X) 一 
X 恰好 把 5(X) 的 胞 腔 链 复 形 (定义 见 本 章 第 2 节 ) C,(S(X)) 同 构 
地 映 成 和 的 奇异 链 复 形 5,(XX). 

(3) 若 子 空间 4 C X, 则 子 复 形 5S(4) Cc S(X). 

CW 逼近 的 概念 和 上 述 事实 都 可 以 推广 到 拓扑 空间 偶 和 胞 腔 复 
形 偶 上 去 . 


32” 胞 腔 链 复 形 与 胞 腔 链 映射 
引 理 2.1 设 (Y,B) 是 胞 腔 复 形 偶 ， 工 一 妃 全 部 由 大 维 胞 腔 组 
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成 ， 则 
=0， 当 g#k, 
Hi(Y,B)=@D2. 
这 里 的 直 和 是 对 Y 一 B 中 的 上 维 胞 腔 求 和 的 . 
证 明 Y 是 在 B 上 烙 贴 若干 维 胞 腔 而 得 . 设 特征 喘 射 


2: I (Dt,st-!)— (Y,B) 


ekeY—B 
把 0e Dt 映 到 2 eet. 以 D* 记 开 圆 盘 Int D*, 我 们 有 交换 图 表 


H, (LI(Dt, Ss*-!) ) 有 后 信人 多 *(L(D?, Dt — OH (LI(Dt,D*—0)) 


ps pe wp*| 同 胚 


H,(Y., B) H,(Y,Y — {é}) H,( Ll(et, et — et)), 


辣 从 
这 里 取 并 是 对 所 有 胞 腔 ef e Y - B 取 的 . 标 着 同 伦 的 同 构 是 由 于 形 
变 收 缩 ， 右 侧 的 p 是 同 构 ， 所 以 左 侧 的 p. 也 是 同 构 ， 于 是 


PB H(Dt,sF!)=H, ( [I ok] — H.(Y. B) 
etEY-B etEY—B 
是 同 爸 . 口 
习题 2.1 证 明 ; 特征 映射 pf : (D? 359) 一 (Ef, 内 ) 诱导 同调 
群 的 同 构 pf : 且 (D2, 539) 一 Hs(EY, 64). 
引 理 2.2 设 (X, 4) 是 胞 腔 复 形 偶 、 则 含 和 人 映射 诱导 出 
HX*UA,A)=0, 当 尼 之 @g 
的 UA,A)SH(X,A), 当 k>dg. 


证 明 看 由 含 入 映射 诱导 的 图 表 
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0= HA(X-1UA,A)~ Hi(X°UA,A)™ :~ HX UA,4) 
Ha(XtlU A,A) HXt2UA, A HA(X™UA, A 


我 们 先 证 明 上 面 一 行 各 同 态 者 是 同 构 ， 下 面 一 行 各 同 态 也 都 是 同 
构 . 例如 下 面 一 行 第 一 个 同 态 ， 可 以 嵌入 三 元 组 (Xt? U 4, Xt1U 
4, 4) 的 正 合同 调 序列 ， 在 它 左 右 两 侧 的 群 分 别 是 

Hen(XH2U 4,Xetl U4) 和 Ha(X+?U 4,X9+1U A). 


根据 引 理 2.1, 两 侧 的 群 都 是 0, 所 以 这 个 同 态 是 同 构 . 

如 果 我 们 的 胞 腔 复 形 是 有 限 维 的 ， 则 当 m 充分 大 时 于 (XU 
4, 4) = Ha(X, 4), 引 理 得 证 . 

设 X 是 无 限 维 的 . 我们 来 证 明 含 入 映射 诱导 的 同 态 

j: : Ha(X+1U A,A) — Ha(X, A) 

是 同 构 . 

对 (X, 4) 的 任 一 奇异 闭 链 zo， 由 于 每 个 奇异 单 形 都 是 紧 的 ， 所 以 
一 定 能 找到 充分 大 的 m 使 得 2 落 在 Xm 中 ,因而 是 (XU4,4) 中 
的 闭 链 . 这 说 明 Ho(X, 4) 的 任意 元 素 [zg] 都 在 某 个 Hy(X™U4, 4) 一 
Hao(X,4) 的 像 中 ; 由 于 H(X?+t1U 4,4) 一 Hu(X™U 4,4) 是 同 构 ， 
因此 [2] 也 在 本 (Xt+1U 4,4) 一 Hs(X,4) 的 像 中 ， 于 是 j, 是 满 同 

另 一 方面 ， 如 果 (Xe+lU 4, 4) 的 闭 链 及 在 j; 的 核 中 ， 则 在 
(X, 4) 中 看 zg = car1. 同 刚才 一 样 , 可 以 找到 充分 大 的 m 使 得 cqt1 
落 在 Xm 中 , 因而 是 (X™U4,4) 中 的 边缘 链 . 这 说 明 [za] 在 某 个 
Hs(X™mU A,4) 中 的 像 为 0; 由 于 HH(X"+1U 4,4) 二 Ha(X™U 4,4) 
是 同 构 ， 因 此 [zo] = 0. 于 是 j, 又 是 单 同 态 . 口 

定义 2.1 设 (X 4) 是 胞 腔 复 形 偶 ，(X,4) 的 4 维 胞 腔 链 群 定 
义 为 

Cs(X, A) := Hs(X"U A,XT1U A). 
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根据 引 理 2.1, 它 是 自由 Abel 群 . 胞 腔 边缘 算 子 
0 : Ci(X, A) — Cs_1(X, A) 


定义 为 三 元 组 (X%U 4,X%-1U A,X4-?U 4) 的 正 合 同调 序列 中 的 同 
态 


Ba(XeU A, XU A HX 4X9-2U A). 


命题 2.3 C,(X,4) := {Co(X, 4), Bg} 是 一 个 链 复 形 . 
这 个 链 复 形 就 称 为 (X, 4) 的 胞 腔 链 复 形 . 
证 明 我 们 需要 证 明 040,41 = 0. 根据 第 二 章 命题 1.13, 9, 可 以 
分 解 为 
Hy(XIU A, XIU A) SH,_1(X1U A, A) 
HX1U A, Xe-2U A), 


其 中 了 是 含 入 映射 ,利用 这 个 分 解 ， 我 们 把 ,041 放 进 图 表 


Hari(XtlU A, XU A) 


~ 


Hy(XIU A,A)S HXIU A, XI1U A)S Hi(X-1U A, A) 


~ 


Ha_1(X"lU A, XI?2U A) 


9, 


横行 是 三 元 组 的 同调 序列 ， 所 以 B04+1 = 0. 口 
定义 2.2 设 (X,， 4), (Y, B) 是 胞 腔 复 形 侦 ， f/f: (X, A) (Y, B) 
是 胞 腔 映 射 ， 它 决定 一 个 胞 腔 链 映射 
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1¢ ={f7}:C.(X,A) — C:(Y, B), 
f5 : Co(X 4) 一 Cal(Y,B) 规定 为 所 诱导 的 同 态 
f.: HA(XIU A, XlU A)— HY UB,Y®!UB). 
命题 2.4 f4 = {fC} :C.(X,4) 一 C.(Y,B) 是 一 个 链 上 映射 
证 明 图 表 


CalX, A) -2 Ca-1(X, A) 


/| |=， 
OY,B) ~ Cy-i(Y,B) 
其 实 就 是 图 表 
HXIUA XIUA) SS Hi(Xr!U A,X?UA) 
,| | 
瓦 (yaUB,Yye-IUB) Hi(Y®!UB,Y?UB), 


其 交换 性 是 根据 三 元 组 同调 序列 的 自然 性 . 口 
8$3 胞 腔 同 调 定 理 


3.1 胞 腔 同调 定理 


定理 3.1 设 (X,4) 是 胞 腔 复 形 偶 . 则 H.(C(X, 4)) 宏 HH.(X, 4). 
更 具体 地 说 ， 在 由 含 入 映射 诱导 出 的 图 表 


CX,A) = HX'U A XIUA) 这 HX UA,A)— H(X, A) 


中 ， 避 是 满 同 态 ， 是 单 同 态 ，imjs = Zo(C:(X,4)), 并 且 i : 
Za(C:(X, 4)) 一 HH.(X,4) 决定 一 个 同 构 
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0:H,(C,(X,A)) SH,(X, A). 


ei 天 人 五 5-1 (ZR . A) 


一 te 一 全 一 一 一 0 一 
HX A Bi(R A Rr) iA 


| 


-q+1 一 下 一 0 一 : 
Ha(X" ,A) Ho_i(X" 2 ) 


,| 


(天 全 到 人 


证 明 上 面 的 交换 图 表 中 ， 横 行 竖 列 都 是 三 元 组 的 正 合 同调 序 
列 .为 记号 简单 起 见 , 我们 令 邓 = X?UA. 根据 引 理 2.1 和 2.2, 方 框 中 
的 群 都 是 0, 画 模 线 的 群 其 实 是 五.(X, 4). 因此 得 知 含 入 映射 诱导 的 
同 态 i : Hs(X", 4) 一 Ho(X, 4) 是 满 同 态 , j, : Hs(X", 4) 一 Cy(X, 4) 
是 单 同 态 ， 从 下 面 那 三 角形 的 交换 性 知 Zs(C,(X, 4)) = imj,, 因而 
扩 ! : Zs(C.(X,4)) 一 Hs(X”,4) 是 个 同 构 ， 从 上 面 那 三 角形 的 交换 
性 知道 大 1Be(C(X 4)) = ima. = keris. 于 是 ij:1 决定 一 个 同 构 
©:H,(C.(X,A)) — H,(X, 4). 口 
注 记 3.2 用 链 来 描述 同 构 6 : H.(C.(X,4)) 一 HH:(X, 4). 设 同 
调 类 y e Hs(C,(X,4)) 有 代表 闭 链 z € Zs(C,(X, 4)) c Cv(X 4) = 
Hs(X",). 从 上 面 图 表 中 横 的 正 合 列 知道 ， 作 为 奇异 同调 类 的 z 
含有 一 个 奇异 链 5 e 54(X") 满足 686 e So_1(4). 它 的 同调 类 [C] e 
Hs(X, 4) 就 是 6(y). 
定理 3.3 设 (X,4),(Y,B) 是 胞 腔 复 形 偶 ，/: (X, 4) 一 (Y,B) 
是 胞 腔 映 射 则 有 交换 图 表 
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H,(C.(Y, B)) 
le ok 


Hi(X, A) 这 


证 明 沿用 定理 3.1 证 明 中 的 记号 ,根据 定理 3.1, 上 述 图 表 来 
自 下 面 的 图 表 
HX,X 1!) 过 HT,A) 二 Hl(X,A) 


| | 


HY,Y"!) 这 HF,B) 一 Hl(Y,B) 


由 于 奇异 同调 的 函 子 性 质 ， 这 个 图 表 中 两 个 方块 都 是 交换 的 ， 口 
3.2 胞 腔 同 调 定理 的 推论 


第 一 个 推论 指出 胞 腔 同 调 的 明显 的 优点 ， 胞 腔 链 复 形 很 小 . 

推论 3.4 若 (X,4) 是 有 限 胞 腔 复 形 偶 ， 则 矿 ,(X, 4) 是 有 限 生 
成 的 Abel 群 .而 且 如 果 关 一 4 中 没有 4g 维 胞 腔 ， 则 Ho(X,4)=0. 

证 明 根据 引 理 2.1, 胞 腔 链 群 Co(X, 4) 是 有 限 生成 的 自由 Abel 


H,(Y, B) 


群 ， 生 成 元 的 个 数 等 于 X 一 4 中 4 维 胞 腔 的 个 数 . 口 
下 面 这 个 推论 很 重要 ， 可 以 认为 是 胞 腔 复 形 范畴 上 的 切除 定理 
(或 切除 公理 ). 


推论 3.5 ( 胞 腔 切除 定理 ) 设 (X, 4) 是 胞 腔 复 形 偶 ， 则 商 映 身 
Ti (X,4) 一 (X/4, 4/4) 诱导 同 构 
Ts : 如,(X, 4 一 H,(X/A, 4/A) = H,(X/A). 
证 明 X/4 有 胞 腑 前 分 使 得 商 映射 + 是 胞 腔 喘 射 ， 把 -4 
的 每 个 胞 腔 同 胚 地 喘 成 X/4 - 4/4 的 相应 的 胞 腔 ， 于 是 根据 引 理 
2.1, 胞 腔 链 映射 rc : C.(X, 4) 一 C:(X/4,4/4) 是 同 构 ， 所 以 ms : 
五 .(X,4) 一 豆 (X/4, 4/4) 也 是 同 构 . 口 
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推论 3.6 设 (X,4) 与 (Y,B) 都 是 胞 腔 复 形 偶 ，f : (X, 4) 一 
(YB) 是 相对 同 胚 ( 即 f 是 连续 映射 但 不 必 是 胞 腔 映 射 ， 而 f 在 商 
空间 上 诱导 的 映射 了 : X/4 一 Y/B 是 同 胚 ). 则 了 诱导 同调 群 的 同 
构 f, : H,(X, A) >= H,(Y, B). 

证 明 因为 1:(X/4,4/4) 一 (Y/B,B/B) 是 同 胚 ,用 推论 3.5. 口 

胞 腔 切 除 定理 的 另 一 常用 形式 是 ; 

推论 3.7 设 X 是 胞 腔 复 形 ， Xi, Xo 是 子 复 形 ， 则 {Xi, X2} 
是 Mayer-Vietoris 耦 . 也 就 是 说 , 含 入 映射 i; (Xi, XiN Xo) 一 (XiU 
XX2, X2) 诱导 相对 同调 群 的 同 构 


和 :0 XiN Xa) — H, (XiU Xa, Xa). 


证 明 因为 XX/Xin X= XiU Xo/Xo, 然后 用 推论 3.5 以 及 第 
二 章 定理 1.9. 口 

推论 3.8 (Mayer-Vietoris 正 合 序列 )” 设 X 是 胞 腔 复 形 ， 
X1, X2, 41, A2 是 子 复 形 . 则 有 Mayer-Vietoris 正 合 序列 


一 现 CCainXa) 佐 丽 (CX)@ 瑟 (2) 稚 也 CCUXa) 本 再 OnX) 一 
和 相对 的 Mayer-Vietoris 正 合 序列 
(XAIN As) 兰 H(X, A1)@ H,(X, hs) 
A ee 
证 明 在 链 复 形 的 水 平 上 有 短 正 合 序列 


0 一 C.O no 和 oa) 名 cecOe) 和 CO UX) 一 0 
0 一 CO hn4a) 副 Co A1) @ C.K, As) eo,(X, AUA) 王 ro 
因此 得 到 正 合 的 同调 序列 . 口 


从 Eilenberg-Steenrod 公理 系统 的 角度 看 , 同调 论 由 三 个 函数 组 
成 : 空间 偶 的 同调 群 ， 喘 射 诱导 的 同调 同 态 ， 空 间 偶 同调 序列 中 的 
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边缘 同 态 . 定理 3.1 说 6 是 两 种 同调 群 之 间 的 同 构 ， 为 了 说 明 @ 是 
从 胞 腔 同 调 论 到 奇异 同调 论 的 一 个 自然 的 变换 ， 除 定理 3.3 之 外 ， 
还 应 该 补充 一 条 定理 . 
定理 3.9 设 (X,4) 是 胸腔 复 形 偶 ， 则 含 入 映射 给 出 胞 腔 链 复 
形 的 短 正 合 列 
0 0 OR 


由 此 得 到 胞 腔 同 调 的 一 个 同调 序列 . 这 个 同调 序列 在 同 构 9 下 对 应 
于 奇异 同调 的 同调 序列 ， 即 图 表 


Ha(C.(A)) Ss Ha(C,(X)) 2 Ha(C:(X,A)) Se Hai(C,(A)) 


| | 


H(A) 一 全 (2 i HOA) i Hatld) 


是 交换 的 . 

* 证 明 沿用 定理 3.1 证 明 中 的 记号 ， 胞 腔 链 复 形 的 短 正 合 列 是 
由 于 Xe - Xe-1 = (49 一 44-1)U (XI 一 邓 ) 以 及 引 理 2.1. 图 表 中 
左边 和 中 间 方 块 的 交换 性 来 自 定理 3.3. 我 们 来 证 明 右 边 方块 的 交换 
性 . 

设 同调 类 ye Hs(C,(X, 4)). 用 注 记 3.2, y 有 代表 闭 链 
se MC mE 


z 有 一 个 代表 链 5 e So(X") 满足 0C e S54-1(4), 其 同调 类 [KG] e 
Hs(X,4) 就 是 6(y). 根据 2. 的 定义 ， 8.60) = [09 € Hg-1(4). 
看 含 入 映射 诱导 的 同 态 
H,(X, 44-1) 一 Ha(X, 49) 一 HT’, A), 
第 二 个 同 态 是 同 构 ， 根 据 胞 腔 切除 定理 (推论 3.7). 第 一 个 同 态 是 满 
的 ,因为 在 三 元 组 (X%, 4%, 49-1) 的 正 合同 调 序列 中 Hs_1(49, 49-!) = 
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0 ( 引 理 2.1). 因此 ， 上 述 z 的 代表 链 5 可 以 取得 使 Ce So(X9) 并 满 
足 0C € S50_1(A9-1). 

这 样 , 根据 58 的 定义 ，9?(y) 作为 -1(C:(4)) 中 同调 类 其 代 
表 闭 链 是 [04] < Zo-i(C.(4) < Ho-1(4171， 4 ). 再 根据 注 记 3.2, 
69c(y) 也 是 [Bcl € Hy_1(4). 品 


3.3 带 系 数 的 胞 腔 同调 与 胞 腔 上 同调 


设 G 是 系数 群 ， 仿照 第 二 章 第 3 节 ， 胞 腔 复 形 偶 (X, 4) 的 G 
系数 胞 腔 链 复 形 C,(X, 4; G) 定义 为 C.(X, A) @ G. Ci(X, 4;G) = 
Ha(XIU A, X41U 4A) @G 可 以 等 同 于 Hy(X%U 4,X4-1U 4;G). 因 
而 本 节 中 关于 胞 腔 同 调 的 全 部 讨论 可 以 平行 地 推广 到 G 系数 的 情 
形 ， 请 读者 自己 检查 一 遍 ， 这 里 不 歼 述 , 

对 于 上 同调 , 仿照 第 二 章 第 4 节 ， 胞 腔 复 形 偶 (X, 4) 的 G 系数 
胞 腔 上 链 复 形 C*(X, 4; G) 定义 为 Hom (C,(X, 4),G). C4(X, 4;G) = 
Hom (Hs(X%U A,X4-1U A4),G) 可 以 等 同 于 Hi(X%U A, X41U A;G) 
(参看 第 二 章 定 理 4.3). 本 节 中 关于 胞 腔 下 同调 的 全 部 讨论 可 以 对 偶 
地 推广 到 上 同调 .我 们 只 就 整数 系数 的 情形 写 出 最 主要 的 定理 ， 读 
者 可 自行 补 出 证 明 . 


定理 3.10 设 (X, 4) 是 胞 腔 复 形 偶 . 则 HH*(C*(X, A)) 宕 HH*(X, A4). 


更 具体 地 说 ， 在 由 含 入 映射 诱导 出 的 图 表 
CI(X, A) = HI (XIU A, Xe-IU4) HIAXIU A A) < H,(X, A) 


中 ，* 是 单 同 态 ，j* 是 满 同 态 ，imi* = j*Z4(C*(X, 4)), 并 且 
六 -1 决定 一 个 同 构 6* : H*(X,4) 一 H*(C*(X, 4)). 还 有 ， 对 于 
z € H,(C,(X, A)), £ € HI(X, A) 有 


(©O*(é), 7) (é, ©(z)), 
这 里 左 方 是 胞 腔 同 调 的 Kronecker 积 ， 右 方 是 奇异 同调 的 Kronecker 
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积 . 口 
定理 3.11 设 (X,4),(Y,B) 是 胞 腔 复 形 偶 ，f : (X, 4) 一 (Y,B) 
是 胞 腔 映 射 ， 则 有 交换 图 表 


H*(C*(X,A)) -天 H*(C*(Y,B)) 


of 日 ” | 


H*(X, A) H*(Y, B) 


fo. 
定理 3.12 设 (X,4) 是 胞 腔 复 形 偶 , 则 含 入 映射 给 出 胞 腔 链 复 
形 的 短 正 合 列 
0 一 0*(4) 六 cr( 和 Cr 一 0 


由 此 得 到 胞 腔 同调 的 一 个 上 同调 序列 .这 个 上 同调 序列 在 6* 下 对 
应 于 奇异 同调 的 上 同调 序列 ， 即 图 表 


Ha(C*(A)) -之 Ha(C*(X)) 2 HC*(X,A)) 2 He-1(C*(A)) 


ED | Eh je 


HAA) i He) 4 Ha(X, A 二 HA) 


是 交换 的 . 口 


定理 3.10, 3.11 和 3.12 说 明 6* 是 从 奇异 上 同调 论 到 胞 腔 上 同 
调 论 的 一 个 自然 的 同 构 . 


3.4 单纯 复 形 与 单纯 映射 

欧 几 里 得 空间 鼠 ”( 维 数 N 充分 大 ) 中 的 9 二 1 工 个 点 ao0,…,ag 处 
于 一 般 位 置 , 是 指 它们 不 在 同一 个 4- 1 维 平面 上 ， 或 者 说 ， 是 指 9 
个 向 量 


al 一 00;，……，ad 一 Q0 
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设 a0,Q1,…,agq 是 RN 中 gq 十 1 个 处 于 一 般 位 置 的 点 ， 它们 决 
定 一 个 gq 维 平面 ， 其 上 的 点 z 可 以 唯一 地 表 成 


T= Z000 十 Z101 + ++ ZaQyg, 其 中 zo 二 zi 十 … 十 zg=1. 


式 中 的 实数 To,T1,*',Tg 称 为 该 点 的 重心 坐标 . 
q 
8s?7 = 位 Tiadi 


i=0 


qa 
Vi > 0， 》 zi 一 | 
i=0 


和 它 的 闭 包 型 分 别称 为 以 ao,a1,…,ag 为 顶点 的 (或 者 说 ， 由 ao， 
Q1,…, Qg 张 成 的 ) g 维 开 单 形 和 闭 单 形 . 开 单 形 s? 称 为 闭 单 形 的 
内 部 . 点 焦 型 - %% 称 为 开 单 形 s 或 闭 单 形 列 的 边缘 , 记 作 59. 注 
意 ，0 维 的 开 单 形 与 闭 单 形 没 有 区 别 ， 0 维 单 形 的 边缘 是 空 集 . 

第 一 章 中 定义 的 标准 g 维 单 形 A。 就 是 各 坐标 轴 上 的 单位 点 
eo0,…， eq 所 张 成 的 闭 单 形 . 为 了 与 胞 腔 复 形 的 语言 一 致 ， 我 们 约 
定 ， 除 另 有 声明 者 外 ， 以 后 我 们 说 到 单 形 时 总 是 指 开 单 形 ， 

一 个 单 形 被 它 的 顶点 集合 所 决定 . 在 g 维 单 形 sg 的 g+1 个 顶 
点 中 ， 任 意 取 7+1 个 顶点 (0 <r < gq) 所 张 成 的 ( 开 ) 单 形 ， 称 为 sa 
的 一 个 7 维 面 . 0 维 面 就 是 顶点 ，g 维 面 只 有 一 个 , 就 是 so 自己 ; 其 
余 的 面 称 为 s? 的 真 面 ，s? 的 边缘 ， 恰 好 是 so 的 所 有 真 面 的 并 集 . 

定义 3.1 欧 几 里 得 空间 RN 中 有 限 多 个 单 形 组 成 的 集合 K = 
{58} 称 为 一 个 (有限 的 ) 单纯 复 形 ， 如 果 它 满足 以 下 两 个 条 件 : 

(1) K 中 单 形 的 面 都 在 K 中 ; 

(2) K 中 的 单 形 两 两 不 相交 . 

K 中 全 体 单 形 的 并 集 记 作 |K|, 称 为 K 的 多 面体 . 它 是 RN 的 紧 子 
集 . 
定义 3.2 设 K, 工 是 单纯 复 形 ， 映射 :|K| 一 |L| 称 为 一 个 单 
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纯 映 射 , 如 果 它 满足 以 下 两 个 条 件 : 

(1) f 把 K 的 每 个 单 形 都 映 成 工 的 一 个 单 形 ; 

(2) f 在 五 的 每 个 单 形 上 都 是 线性 的 , 
于 是 单纯 映射 了 把 K 的 顶点 喘 成 工 的 顶点 ， 并 且 如 果 ao,…,ag 是 
K 中 一 个 单 形 的 顶点 ， 在 该 单 形 上 就 有 表达 式 


J(zoao 十 … 十 Zaae) = zof(ao) 十 … 十 zojf(a)， 当 Yci > 0， 区 汐 =1. 


(注意 ， 工 的 顶点 f(ao),…,f(Q4) 中 可 以 有 重复 , 去掉 重复 之 后 它们 
张 成 工 的 一 个 单 形 .) 

单纯 映射 的 复合 ， 显 然 还 是 单纯 映射 ， 于 是 我 们 得 到 一 个 范畴 
{单纯 复 形 ， 单 纯 映 射 }. 

例 3.1 标准 单 形 As 的 所 有 的 面 ， 组 成 一 个 单纯 复 形 ， 仍 记 作 
Ay. 一 个 单 形 s? 的 所 有 的 面 组 成 一 个 单纯 复 形 ， 仍 记 作 列 . 一 个 单 
形 s? 的 所 有 的 真 面 组 成 一 个 单纯 复 形 ， 仍 记 作 59. 如 果 oo ……，,aa 
是 单 形 s? 的 顶点 ， 则 线性 映射 (ao… oa) : As 一 列 ( 见 第 一 章 例 3.1) 
是 一 个 单纯 映射 ， 

设 K 是 有 限 单纯 复 形 ， 则 K 可 以 自然 地 看 成 有 限 胞 腔 复 形 ， 
其 胞 腔 是 ( 开 ) 单 形 ， 单 纯 喘 射 显然 是 胞 腔 映 射 

KK 中 维 数 < 的 全 体 单 形 组 成 的 集合 K*, 称 为 K 的 上 维 骨 
架 . 单纯 复 形 工 称 为 到 的 子 复 形 , 如 果 工 的 每 个 单 形 都 是 天 中 的 
单 形 ， 这 时 (五 ,二 ) 称 为 一 个 单纯 复 形 偶 . 


3.5 单纯 链 复 形 与 单纯 链 映射 


设 K 是 单纯 复 形 ， 看 成 胞 腔 复 形 ， 引 理 2.1 告诉 我 们 ， 胞 腔 链 
群 Co(K) = Ha(K%,K471) 有 这 样 一 组 基 ， 每 个 4 维 胞 腔 (通过 该 胞 
腔 的 特征 映射 ) 提供 一 个 基 元 素 . 

若 K 的 gq 维 单 形 s? 的 顶点 已 取 好 一 个 排列 顺序 oo a1,…, ag 
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我 们 用 线性 映射 (a0oa1… ag) : (Au Ay) 一 (37,39) 作为 胞 腔 s9 的 特 
征 映 射 , 第 二 章 例 1.3 和 例 1.4 告诉 我 们 ， 这 个 线性 奇异 单 形 的 同调 
类 [aoa1…ag] 是 Ha(54,54) 宕 2 的 生成 元 ， 并 且 顶 点 顺序 的 改变 会 
改变 这 同调 类 的 正 负 号 ， 看 置换 的 奇偶 性 而 定 . 为 语言 和 记号 简单 
起 见 ， 我 们 把 这 样 产生 的 基 元 素 [a0a1… ag] € Ho(Ko, Kg-1) 称 为 59 
的 一 个 定向 ， 记 作 uoQ1:…as. 

于 是 我 们 得 到 单纯 同调 论 中 的 概念 : 单 形 s? 顶点 的 一 个 排列 称 
为 sa 的 一 个 定向 , 侦 置换 保持 定向 ， 奇 置换 改变 定向 ， 每 个 q 维 单 
形 各 取 一 个 定向 ， 共 同 组 成 单纯 链 群 Cs(K) 的 基 . 

单纯 链 的 边缘 算 子 是 三 元 组 (天 ?, K-71, 开 22) 的 边缘 同 态 ， 后 
者 又 是 由 奇异 链 的 边缘 来 定义 的 . 用 线性 奇异 单 形 来 算 一 算 容 易 验 
证 ， 作 为 单纯 链 赔 的 基 元 素 的 有 向 单 形 ， 其 边缘 应 该 是 


4 
a(aoal .…ay) = >》 (-l)iaoa big, 
i=0 

其 中 表示 把 u 略 去 . 这 正 是 单纯 同调 论 中 有 向 单 形 边缘 算 子 的 
定义 公式 ， 这样 我 们 就 定 出 了 单纯 链 复 形 C,(K). 

没 广 :天 一 工 是 单纯 复 形 之 间 的 单纯 映射 , 把 KK 中 单 形 s4 的 顶 
点 Qa0;41,…,Qg 分 别 映 成 bo,1,… ,bo. 则 根据 胞 腔 链 映射 的 定义 ， 
容易 算得 
bob1 ~ ba, 如 果 js?) 是 了 中 的 a 维 单 形 ， 


ieoo -| 
0， 如 果 f(s9) 落 入 L 工 的 g 一 1 维 骨 架 . 


这 正 是 单纯 同调 论 中 单纯 链 映射 f# : C.(K) 一 C.(L) 的 定义 公式 . 
这 样 ， 我们 从 奇异 同调 论 出 发 推导 出 了 单纯 链 复 形 和 单纯 链 喘 
射 所 应 有 的 构造 . 
从 此 ， 在 单纯 复 形 上 ， 我 们 可 以 用 单纯 闭 链 来 代表 同调 类 ， 从 
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图 形 上 更 好 地 理解 同调 类 . 

例 3.2 环 面 7? 的 一 个 单纯 剖 分 KK 如 图 3.2 的 右 图 . 由 于 正方 
形 的 上 下 边 炙 合 、 左 右边 车 合 ，K 有 9 个 顶点 ，27 条 楼 ，18 个 三 角 
形 ， 从 第 一 章 的 例 6.5 我 们 已 经 知道 (TT?) = 2 本 (TY?)= 2@2, 
H2(T?) = GZ. 现在 我 们 可 以 具体 写 出 它们 的 基 . 

Ho(K) 的 基 是 加, 这 里 wv 是 任意 顶点 ， 通 常 我 们 取 正 方形 角 上 
的 顶点 . 

扣 (K) 的 基 是 {laj, 回 }, 这 里 的 闭 链 a 是 图 中 三 个 带 向 右 箭 头 的 
有 向 单 形 之 和 , 闭 链 是 三 个 带 向 上 箭头 的 有 向 单 形 之 和 . 理由 是 ， 
a,b 分 别 是 环 面 的 纬 圆 、 经 圆 (现在 都 是 三 角形 ) 的 1 维 同调 群 的 生 
成 元 ， 而 我 们 已 知 厂 (7T?) 是 经 圆 、 纬 圆 的 1 维 同 调 群 的 直 和 . 

H2(K) 的 基 是 四 , 这 里 t 是 全 体 三 角形 (都 取 反 时 针 定 向 ) 之 
和 . 原因 是 ，K 上 的 2 维 闭 链 在 每 两 个 相 邻 三 角形 上 的 系数 必须 相 
等 ， 所 以 必定 是 上 的 倍数 .于 是 闭 链 群 22(K) = 2Z, 以 t 为 生成 元 . 

思考 题 3.1 对 于 单纯 复 形 偶 (K, 4), 怎样 用 有 向 单 形 来 描述 单 
纯 链 复 形 C;(K, 4) 的 构成 ? 

注 记 3.13 把 我 们 的 讨论 稍 作 修改 ， 就 能 从 Eilenberg-Steenrod 
公理 出 发 (而 不 是 从 奇异 同调 出 发 ) 把 单纯 链 复 形 和 单纯 链 映 射 构 作 
出 来 ， 这 就 是 Eilenberg 和 Steenrod 在 有 限 单纯 复 形 的 范畴 上 证 明 
同调 论 唯一 性 的 思路 . 


3.6 有 序 单纯 复 形 


既然 单 形 的 定向 是 用 顶点 顺序 来 描述 的 ， 给 每 个 单 形 取 一 个 定 
向 的 最 简单 的 办 法 是 给 每 个 单 形 规定 一 个 顶点 顺序 ， 所 以 有 序 单 纯 
复 形 的 概念 非常 方便 . 

定义 3.3” 当 我 们 说 皇 纯 复 形 K 是 有 序 的 , 是 指 kK 的 每 个 单 形 
都 排 定 了 顶点 顺序 ， 而 儿 单 形 的 顶点 顺序 与 其 各 个 面 的 顶点 顺序 一 
致 ， 换 句 话说， 五 的 序 是 指 K 的 顶点 的 一 个 偏 序 ， 使 得 每 个 单 形 
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的 顶点 是 全 序 的 . 有 序 单纯 复 形 的 子 复 形 当然 也 是 有 序 单 纯 复 形 ， 
在 有 序 单纯 复 形 中 ， 单 形 都 是 有 序 单 形 ， 其 顶点 总 是 按 规定 的 顺序 
写 出 ， 于 是 每 个 单 形 都 已 取 好 了 一 个 (由 其 序 决定 的 ) 定向 . 

设 K 是 有 序 单 纯 复 形 ， K 的 全 体 有 序 单 形 ooal .…ae 组 成 单 
纯 链 复 形 C.(K) 的 基 ， 男 一 方面 ， 每 个 有 序 单 形 aoa1…ag 可 以 看 
成 天 上 的 (线性 ) 奇异 单 形 , 是 奇异 链 复 形 5,(K) 的 基 的 成 员 . 这 样 
我 们 得 到 一 个 含 入 同 态 0 : C,(K) 一 5.(K). 不 难看 出 有 下 面 命 题 . 

命题 3.14 对 于 有 序 单纯 复 形 K 二 0:C:(K) 一 5.(K) 是 
一 个 链 映射 ， 它 所 诱导 的 同调 同 态 9, 和 上 同调 同 态 0* 恰好 就 是 定 
理 3.1 与 3.10 中 的 同 构 


O:H(C(K)) -> H(K) 与 0:H(K)SS HC*(K)). OO 


伴随 着 有 序 单纯 复 形 的 ， 还 有 保 序 单纯 映射 的 概念 :; 

定义 3.4 设 K, 工 都 是 有 序 单纯 复 形 .单纯 映射 f:K 一 工 称 
为 是 保 序 的 , 如 果 K 中 的 两 个 顶点 a< a 蕴涵 在 工 中 f(a) < f(a). 

例 3.3 设 K, 工 都 是 单纯 复 形 ，f :KK 一 了 工 是 单纯 映射 ， 对 于 
工 的 任意 一 个 序 ， 总 能 取 K 的 一 个 序 使 得 f 称 为 保 序 的 . 


$4 ” 胞 腔 同调 的 计算 
为 记号 简单 起 见 ， 本 节 中 我 们 只 考虑 胞 腔 复 形 X 而 不 考虑 胞 


腔 复 形 偶 (X, 4). 其 实 只 需 作 很 小 的 修改 ， 就 可 以 适用 于 胞 腔 复 形 
偶 ， 只 需 把 骨架 X? 都 换 成 骨架 := X?U4 就 行 了 . 


4.1 胞 腔 的 定向 


设 和 是 胞 腔 复 形 ，eg 是 其 中 的 一 个 4 维 胞 腔 . 我 们 知道 (习题 
2.1) eg 的 特征 映射 诱导 出 一 个 同 构 He(D?, S71) 一 Ho(él, 4). 
定义 4.1 同调 群 于 (如 ,的 ) 兰 2 的 一 个 生成 元 称 为 胞 腔 eg 的 
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一 个 定向 . 取 定 了 定向 的 胞 腔 称 为 有 向 胞 腔 . 

通常 当 我 们 说 到 一 个 胞 腔 e? 时 , 总 认为 已 经 取 好 了 一 个 特征 映 
射 (D9,5971) 一 (要 6) Do 的 标准 定向 sg e Hs(D4,54-!) (第 二 
章 定义 2.4) 的 像 om， (ea e zun(e,ey) 称 为 ef We 
决定 的 定向 . (特征 映射 实际 上 在 胞 腔 内 部 | 进 了 坐标 ， 所 以 能 决定 
定向 . ) 为 了 记号 简单 起 见 ， 这 个 有 向 胞 腔 我 们 仍 记 作 ek. 


4.2 胞 腔 链 群 的 基 


命题 4.1 有 向 胞 腔 {fe?} 组 成 Cs(X) 的 基 ， 而 一 个 9 维 胞 腔 链 
cg 在 ef 上 的 系数 ， 可 以 通过 含 入 映射 所 诱导 的 同 态 mis : Cs(X) = 
Ha(XY, Xr) — Ha(XY, XI — ef) = Hal 6) 得 出 . 

证 明 从 引 理 2.1 的 证 明 我 们 知道 

PD HDY, Ss!) = (1 (D4, 52- 9 > H,(XY, Xo-1) 

erEX et EX 
是 同 构 ， 所 以 有 向 胞 腔 {ce2 = pl,(e?)} 组 成 Hy(X9,X97!) 的 基 . 

对 于 两 个 4 维 胞 腔 eg 和 ez, 含 入 映射 诱导 同 态 的 复合 


Hl(el,e) 一 Ha(XY, Xr!) 一 Ha(XY, Xo 一 eg) 


当 i= 洲 时 是 恒 同 ， 当 i 关 i 放 时 为 0. 因此 得 到 命题 的 第 二 个 结论 


4.3 胞 腔 链 映射 的 描述 


设 :XX 一 Y 是 胞 腔 映 射 ，f# :Cs(X) 一 Cs) 以 {e8}, {e'3} 
分 别 记 关 ,Y 中 胞 腔 的 集合 ， 则 在 v 维 胞 腔 链 群 上 ， 链 映射 记 可 以 
写成 jy(ef) = 并 局 o9. 怎样 求 出 这 系数 矩阵 Fe := (3)? 

考虑 交换 图 表 
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H,(DY, 89-1) 2 H,(X9, Xl) HA(YY, Yo-!) 


EH,(D /SF (XX ) SY Ye!) 


一 Ha(Y®,Y 一 的 ) AH(D', So-1) 
— (Y/Y 6) (Ds!) 
这 图 表 中 未 标明 的 同 态 都 是 含 和 人 映射 所 诱导 ; 各 都 表示 商 映 射 ， 
根据 推论 3.5, 这 些 x 都 是 同 构 ; yi 表示 ef? 的 特征 映射 ， 奈 表示 
pi 在 商 空 间 上 所 导出 的 映射 ， 等 等 ， 下 面 一 行 最 右边 的 映射 三 其 
实 是 同 有 性， 所 以 可 逆 . 根据 命题 4.1, 系数 形 应 该 由 上 面 一 行 的 复 
合同 态 给 出 ， 所 以 也 应 该 由 下 面 一 行 的 复合 同 态 给 出 ， 即 
命题 42 4 等 于 复合 映射 
DY/Sa-! 2 pp fe Yo/ = ef/ 


0 


的 度 . 口 
与 第 二 章 定理 2.6 结合 起 来 ， 我 们 得 到 
推论 4.3 如 果 bee?, 并且 在 每 一 点 ze (oney 处 ，fle? 
的 Jacobi 矩阵 Es 都 非 退 化 ， 则 胞 腔 链 映射 的 系数 


Fi = D> sgn det Fy’. 口 
ZEf -+(b)Ned 


4.4 胞 腔 边缘 同 态 的 描述 

设 X 是 胞 腔 复 形 ， 以 {eg} 记 XX 中 胞 腔 的 集合 . 则 在 a 维 胞 
腔 链 群 上 ， 边 缘 同 态 0, 可 以 写成 bu(eg) = 并 : eg 1]]e9 :系数 
[ez : e971] 称 为 那 两 个 胞 腔 之 间 的 关联 系数 , 组 成 的 矩阵 ([e? : ef7) 
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称 为 关联 矩阵 . 

设 pi, p; 分别 是 胞 腔 ey， es 的 特征 映射 ， yg; = ypilS97! : 
S54-1 一 X49-! 是 eg 的 粘贴 映射 ， 根 据 关 联系 数 [eg : e971] 的 定义 ， 
我 们 考虑 交换 图 表 


Hi(D%; 890-1) 2 H (XA, XL) 瑟 _1(X9-L X02) 


2. 2.| a | 


Hi1(S-1) pis 瓦 _1(X9-1) 一 所 -1(X9-1/X9-2) 


— Hy-i(Xt!, Xr!1— ey!) ee Hi(De!1, 59-2) 


| - 


一 (Re 


其 中 未 标明 的 同 态 都 是 含 入 映射 所 诱导 ， 各 r 都 表示 商 映 射 ， 根 据 
推论 3.5 向 下 的 r* 都 是 同 构 ; wi 表示 e? 的 特征 映射 ， 55; 表示 9p; 
所 导出 的 映射 . 下 一 行 最 右边 的 映射 5; 是 可 逆 的 . 根据 命题 4.1, 关 
联系 数 [eg : e971] 应 该 由 上 面 一 行 的 复合 同 态 给 出 ， 所 以 也 应 该 由 
下 面 一 行 的 复合 同 态 给 出 ， 即 


命题 4.4 关联 系数 [eg : e971] 等 于 复合 喘 射 


Bi D"-! Pi 


59-1 -从 Xl Xl/ X11— 中 


的 度 . 口 

这 里 应 当 指出 , 左 端的 8Ss-! 取 的 是 标准 定向 , 右 端 的 D9-1159 
的 定向 则 由 了 2-: 的 标准 定向 得 来 . 

与 第 二 章 定理 2.6 结合 起 来 ， 我 们 得 到 

推论 4.5 如 果 be e9 ,并 且 在 54-!1 上 与 标准 定向 相 协调 的 
局 部 坐标 系 中 ， 户 在 每 一 点 ze p71(b) 处 的 Jacobi 矩阵 村 都 非 退 
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化 ， 则 关联 系数 
[ez 69 > sgn det $,. 口 
ZEOT '(b) 
例 4.1 环 面 72 的 最 精简 的 剖 分 7 如 图 3.2 的 左 图 ， 只 有 一 
个 0 维 胞 腔 w 两 个 1 维 胞 腔 a,b, 一 个 2 维 胞 腑 上 如 图 取 好 它们 的 
定向 ， 用 命题 4.4 或 推论 4.5, 求 得 关联 系数 是 [a : v] = [b : v] = 0， 
[上 :dj= 臣 : 引 = 0. 写成 矩阵 ， 就 是 


人 -人 seo 人 


因此 Ci(J) = 2(J) = 五 (四 . 所 以 Ho(J) 的 基 是 四, 囊 (J) 的 基 是 
{[o]， [5]}, H2(J) 的 基 是 四 . 

请 读者 与 例 3.2 对 比 . 那里 我 们 曾 引 用 第 一 章 的 例 6.5, 现在 却 
不 需要 . 一 个 好 的 胞 腔 剂 分 使 我 们 能 更 简捷 更 直观 地 算出 环 面 的 同 
调 群 ， 并 且 写 出 一 组 基 来 . 
4.5 实 射影 空间 的 同调 群 

为 记号 简单 起 见 , 在 本 节 中 我 们 用 P" 来 表示 实 射影 空间 RP". 
我 们 知道 ，P" 是 把 5S* 上 每 一 对 对 径 点 释 合 成 一 点 所 得 的 空间 ， 符 
合 呐 射 记 作 zw) : 5* 一 P". 不 同 维 数 的 实 射影 空间 之 间 的 关系 如 下 


Re Re te BR CE WN,€ oo 
U U U U 
HC HC ns € Hl Ce Hn CC no 
l ! ! ! 
PC Pc. C Pl ce PB Ce 


若 把 D" 看 成 8" 中 以 赤道 5*! 为 边缘 的 上 半球 面 ， 则 reo 把 
Dr 映 成 Pr 并 把 D" - S"-:! 同 胚 地 映 成 P* Pr-1, 而 把 S"-! 春 合 
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成 P"-!. 因此 P" 是 在 P"-! 上 烙 贴 一 个 维 胞 腔 e? 而 得 ， 粘 贴 映 
射 就 是 zn_1). 
由 此 可 见 ， P"* 有 一 个 胞 腔 复 形 结构 {eo,e!,…,e"}, 使 其 g 维 
骨架 恰 是 Pa, g 维 胞 腔 es 的 粘贴 映射 恰 是 re-D : 99-1 一 P971. 
于 是 Cy(P") 是 由 有 向 胞 腔 e? 生成 的 无 限 循环 群 ，0 < g < nn. 
为 计算 关联 系数 [ez : eg-]], 取 一 点 pe e471， 它 在 粘贴 映射 
x(q-1) 下 的 原 像 是 59-! 中 的 一 对 对 径 点 a,a. 由 于 547! 上 对 径 映 
射 的 度 是 (-1)2 所 以 w au' 这 两 个 原 像 点 的 重 数 相差 (一 1)? 倍 . 调整 e? 
的 定向 可 使 a 的 重 数 为 正 . 因此 , 根据 命题 4.4, [es : er7!] = 1 二 (一 1)?. 
这 样 ， 链 复 形 Cs(P") 呈 下 列 形状 : 


0 维 1 维 奇 维 2 侦 维 奇 维 -1)* n 维 
DZ Fa DA a No SH 7 
因此 有 


定理 4.6 实 射影 空间 的 整 系数 同 调 群 是 
2Z， 当 g=0 或 a=n= 奇数 ， 
mer 当 gq= 奇 数 且 0<g<n, 


0， ”对 所 有 其 他 的 q. 品 
现在 来 看 看 Z2 系数 的 同调 ， 链 复 形 C,(Pn; Za) 呈 下 列 形状 ; 
eR 
因此 有 


定理 4.7 实 射影 空间 的 2Z2 系数 同调 群 是 

2Z2， 当 0<gq<n, 

0， ”对 所 有 其 他 的 q. 口 
习题 4.1 试用 胞 腔 放 分 计算 (可 定向 的 与 不 可 定向 的 ) 闭 曲 面 

的 整数 系数 的 同调 群 ， 以 及 2。 系数 的 同调 群 . 


HA(RP"; Z2) = { 
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* 习 题 4.2 设 p,g 是 互 素 的 自然 数 . 定义 透镜 空间 L(p,g) 如 下 : 
记 D3 = {(z 胃 |zeCte 瓦 lz 十 妇 < 1}. 设 从 上 半球 面 到 下 半球 
面 的 映射 f: 53 一 52 是 f(z,t) = (ze274i/?, 一 t). 定义 


L(p,9) := D3/{z ~ f(2),Vz € S37}. 
试 给 出 L(p,g) 的 一 个 胞 腔 放 分 ， 并 计算 其 同调 群 . 
4.6 乘积 复 形 的 胞 腔 链 复 形 


设 X,Y 是 胞 腔 复 形 , 胞 腔 的 集合 分 别 是 {ef?} 和 {e9}. 例 1.4 已 
定义 乘积 复 形 ， 王 xyY 的 胞 腔 集合 是 {e? x e9}, 骨架 是 (X x Y)7 = 
U Xe x Ys, 胞 腔 e239 x e3 的 特征 映射 是 特征 映射 的 乘积 


p+d=r 
pr xpI:D?xDI— XxXY. 


定理 4.8 乘积 复 形 X xY 的 胞 腔 链 群 C.(X xY) 的 基 是 有 向 
胞 腔 的 集合 {外 x oj | fe X,e9 eYp+g= 路 关联 系数 是 
[eg x ef : CD x ef] = [er : ep"], 
[eg x ed :er? x 本 ] = (-1)?le? 人 
所 以 
a(ef xey) = (0e?) x ed + (—1)?e? x (9e9). 
请 读者 注意 公式 里 的 那个 正 负 号 (-1)?. 如 果 没 有 它 ， 边 缘 算 子 
的 基本 要 求 00 = 0 就 不 满足 . 
* 证 明 要 点 关联 系数 的 计算 可 以 用 命题 4.4 或 推论 4.5 来 做 . 
关键 在 于 把 涉及 的 那些 标准 定向 搞 清楚 . 
设 D? 的 标准 定向 由 坐标 (z1,… ,zp) 给 出 ， De 的 边缘 Sz-1 
的 标准 定向 由 局 部 坐标 (和 …… 扫 -1) 给 出 ， 则 按照 “外 法 线 方向 在 
前 ”的 规定 (第 二 章 命题 2.5), 坐标 变换 行列 式 


det oS0; 1 Ep-1) 


> 1 
(zl …,zZp) 
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其 中 6 是 局 部 的 外 法 线 坐标 .类似 地 ， 设 D4 的 标准 定向 由 坐标 
(2 ” Ya) 给 出 ， Da 的 边缘 S41 的 标准 定向 由 局 部 坐标 (M1, ““), 
mq-1) 给 出 ， 坐 标 变换 行列 式 


det on; M1， "Sa=1) 
Be ‘, Ya) , 
其 中 mo 是 局 部 的 外 法 线 坐 标 . 
现在 考虑 D? x D4, 其 标准 定向 由 坐 慰 (xz1,…, zp; 妇 ;… ,yg) 给 


出 . Dz x Ds 的 边缘 是 S?-! x Da WU DP x 94-1. 

在 S?-! x Ds 部 分 ， 局 部 坐标 是 (和 ……, 殷 -0 几 ,四 ) 外 法 线 
坐标 是 &, 坐标 变换 行列 式 是 

dot Sb) ot oo, Sb ,名 -1) 
DZ 1Zp0 09) O(z1,.*, Zp) 

所 以 5?-* x D4 上 局 部 坐标 (1,…, 包 -1, 妇 ,… ,Vg) 决定 的 定向 与 
D? x D9 边缘 上 的 标准 定向 是 一 致 的 . 

而 在 D? x 3%-:! 部 分 ， 局 部 坐标 是 (zzp,m71，……,7o-i), 外 法 
线 坐 标 是 mo, 按照 “外 法 线 方向 在 前 ”的 规定 ,坐标 变换 行列 式 应 该 
是 


> 0. 


de to TL “DO11 ya) 
O(z1,: S ,Tp Y1,*** ,Yq) 
_ (~l)pdetetcu “Tp, 710) 7 Mk) 


O(z1,.*, Tp, Y1,*** ,Ya) 
加 get (0; Ts 1 Ma—1) 
于 Os 癌 O(V1,* ,Yaq) 
其 正 负 号 是 (-1)z, 所 以 D? x 54-1 上 局 部 坐标 (23)… ,py 员 ，…: 
Nh-1) 决定 的 定向 与 D? x D9 边缘 上 的 标准 定向 未 必 相 同 ， 相 差 一 
个 正 负 号 (-1)z. 这 就 是 那个 神秘 的 正 负 号 的 由 来 . 口 
命题 4.9 设 t:XxY 一 YYxX, (u,v) mm (vw,w) 是 交换 两 个 因子 
的 映射 ， 它 是 一 个 胞 腔 喘 射 , 把 关 xY 的 胞 腔 exe9 喘 成 YxX 的 
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胞 腔 eg x 3. 则 # 所 诱导 的 胞 腔 链 映射 tj :Ce(X xY) = Cx(Y xX) 
是 
t#(e? x eg) = (—1)?ey x ef. 口 
公式 里 的 那个 正 负 号 (-1)™ 很 重要 . 少 了 它 示 就 不 能 与 边缘 算 
子 相 交换 , 就 不 是 链 映 射 了 . 它 来 源 于 从 坐标 系 (z1,… ,zp, yi,… ,yg) 
到 坐标 系 (1,… ,ya,T1,… ,zp) 的 坐标 变换 行列 式 . 
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5.1 有 限 生成 Abel 群 的 构造 定理 


我 们 来 复习 关于 有 限 生成 Abel 群 的 基本 事实 . 一 个 有 限 生成 的 
自由 Abel 梯 4 同 构 于 7” (自然 数 ) 个 2 的 直 和 


Tr 


se 
Z"=ZB:..@B2Z. 
设 Bc 4 是 一 个 子 群 ， 则 存在 4 的 基 {a1,…,ar} 和 自然 数 
ni|n2|… |ns (每 个 除 尽 后 一 个 )， s < 7 
使 得 {nia1, ee. ‘, NsQs} 是 B 的 基 . 
有 限 生 成 的 Abel 群 总 是 有 限 生成 的 自由 Abel 群 的 商 群 ， 因 此 
有 
定理 5.1 (有 限 生成 Abel 群 的 构造 定理 ) 设 4 是 有 限 生成 的 
Abel 群 . 则 4 唯一 地 决定 了 非 负 整数 ”上 以 及 一 串 大 于 1 的 整数 
1722| | (每 个 除 尽 后 一 个 )， 使 得 


A ZBIn, BB Zn,. 


整数 7 称 为 4 的 秩 , 记 作 tk 4; 整数 n1,n2,… ,mn 称 为 4 的 挠 系数 . 
口 
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推论 5.2 设 4 是 有 限 生 成 的 Abel 群 。 4 中 的 有 限 阶 的 元 素 
组 成 4 的 一 个 有 限 子 群 T4, 称 为 4 的 找 子 群 . 则 商 群 4/T4 是 秩 为 
r= 二 rkAh 的 自由 Abel 群 ， 称 为 4 的 自由 部 分 , 并 且 4 兰 27 @ Ta. 


口 
定理 5.3 设 Abel 群 的 短 正 合 列 0 一 4 一 B 一 C 一 0 中 的 4， 
B,C 都 是 有 限 生成 的 . 则 rk B=rkA+rkC. 口 


定义 5.1 设 4 是 有 限 生 成 的 Abel 群 ，p 是 素数 .4 中 的 阶 
为 p 的 方 竹 的 元 素 组 成 4 的 一 个 子 群 ， 记 作 4(p), 称 为 4 的 p 分 
量 . 4(p) 的 循环 群 分 解 Zpmi @… @ Zomo) 的 长 度 t(p) 称 为 4 的 p 
秩 , 记 作 zk 4. 

定理 5.4 (有 限 Abel 群 的 p 分 量 分 解 定理 ) 设 4 是 有 限 Abel 
群 . 则 4 是 其 各 bp 分 基 的 直 和 ， 即 


4= PD 4(p). 
来 数 p 
4 的 标准 分 解 式 (定理 5.1) 的 长 度 上 等 于 4 的 2 秩 的 (对 于 所 有 素 
数 p 的 ) 最 大 值 . 口 


例 5.1 设 自然 数 m,n 互 素 ， 即 最 大 公 因数 (m,n) = 1, 则 
Zm B Zn EE ZLmn. 
5.2 整数 系数 的 情形 


定理 5.5 (Morse 不 等 式 ) 设 XX 是 有 限 胞 腔 复 形 ， 以 5, 记 其 
同调 群 Hs(X) 的 秩 , 称 为 XX 的 g 维 Betti 数 . 以 aq 记 XX 中 a 维 胞 
腔 的 个 数 ， 定义 多 项 式 


Px(t) Cn >》 Bat', 
qa 


Qx(t) := bP Qat!, 
9 
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Px 称 为 X 的 Poincaré 多 项 式 . 则 存在 非 负 整 数 系数 的 多 项 式 R(t) 
使 得 
Qx(t) — Px(t) = (1 +t)R(t). 
证 明 把 定理 5.3 用 到 短 正 合 序 列 


0 Z¢— Cg = Bg-i = 0, 
0— Bs— 24— Hy—0, 
得 到 
》 (GkCo) 妈 = 》 (rk Zo)t +t (rk Ba)t’, 
qa qa 9 


Drk Zo)t = >》 (rk Bo)t? + 》 (rk Ha)t?. 
qa 


q qa 


相 加 得 
》 (rkCa)t? = > (rk Ho)t? + (1+t) > (rk Ba)t’, 


ga qa qa 
就 是 我 们 所 要 的 等 式 . 口 
从 这 个 定理 立即 得 到 
推论 5.6 (Euler 示 性 数 ) 
>》 (-l)saa = 》 (-1)264 
Q 


qa 


是 XX 的 同 伦 不 变量 ,这 个 整数 称 为 X 的 Euler 示 性 数 , 记 作 x(X). 


证 明 在 定理 55 取 t = -1 即 得 . 0 
推论 5.7 (第 一 组 Morse 不 等 式 ) 对 于 所 有 的 q, 都 有 

ao 之 ba- 
证 明 定理 5.5 等 式 右边 多 项 式 每 个 系数 都 非 氏 . 口 


推论 5.8 (第 二 组 Morse 不 等 式 ) 对 于 所 有 的 q, 都 有 
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Qd 一 Qg-1 十 Ws (—1)?ao = Ba — Po-1 十 ，…': 十 (—1) 6o. 


证 明 在 定理 5.5 等 式 两 边 的 多 项 式 都 截取 t 的 方 帮 不 超过 g 
的 部 分 ， 然 后 以 上 = -1 代入. 口 

推论 5.9 (空缺 原理 ) 如 果 对 于 所 有 的 g 都 有 aoaes+l = 0, 则 对 
于 所 有 的 g 都 有 6 = ae. 

证 明 Qx(t) 的 任意 两 个 相 邻 的 系数 至 少 有 一 个 是 0, 因而 定理 
5.5 等 式 右 边 的 多 项 式 也 有 此 性 质 . 这 迫使 R(t) = 0. 所 以 Bx(t) = 
Px(t). 口 


5.3 域 系 数 的 情形 


设 (X, 4) 是 胞 腔 复 形 偶 . 第 3 节 的 讨论 完全 可 以 平行 地 照搬 
到 域 系数 的 情形 .定义 Ce(X, 4;F) := Ho(X?U A,X% UP)， 
它 是 以 有 向 胞 腔 {e? | cf e X 一 4} 为 基 的 线性 空间 ， 得 到 链 复 形 
C,(X, 4; 下) = C;(X, 4A) @F 等 等 ， 从 而 得 到 

定理 5.10 ( 域 系数 的 胞 腔 同 调 定 理 ) 设 (X, 4) 是 胞 腔 复 形 偶 ， 
Ff 是 域 ， 则 

H,(C,(X, A; F)) SH,(X, A:F). 口 


定理 5.11 ( 域 斑 系数 的 Morse 不 等 式 ) 设 X 是 有 限 胞 腔 复 
形 . 以 8 记 其 同调 群 H,(X;F) 的 (作为 域 玉 上 线性 空间 的 ) 维 数 ， 
称 为 X 的 域 玉 系数 的 gq 维 Betti 数 ， 定义 多 项 式 

BE 的 := 一 2 的 t 
gq 
称 为 XX 的 域 F 系数 的 Poincaré 多 项 式 ， 则 存在 非 负 整数 系数 的 多 
项 式 R(t) 使 得 
Qx(t) — PE(t) = (1 +t) RE). 
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证 明 证 明 与 定理 5.5 的 证 明 平行 ， 因 为 线性 空间 的 维 数 也 有 


对 于 短 正 合 列 的 可 加 性 . 口 
于 是 同样 有 域 系数 的 
推论 5.12 (Euler 示 性 数 ) 
X(X) = 》`(-1)902. 口 


qa 


推论 5.13 (第 一 组 Morse 不 等 式 ) 对 于 所 有 的 % 都 有 


Qg 之 fp 口 
推论 5.14 (第 二 组 Morse 不 等 式 ) 对 于 所 有 的 q, 都 有 
ad 一 ao-1 十 … 十 (-Uyao 二 2 一 62 十 十 (-1268 口 


注 记 5.15 在 本 章 第 7 节 的 推论 7.4 我 们 将 看 到 ， 当 域 Ff 的 特 

征 p 为 0 时 ，65(X)= Bs(X). 当 域 请 的 特征 p>0 时， 
Br (X)= BAX)+rkp(Ha(X)) + rkp(Ha1(X)). 

可 见 8F(X) 与 域 FF 的 特征 p 有 关 ， 我 们 将 把 它 写成 6? (X), 称 为 
特征 p 的 Betti 数 . 

当 特征 p > 0 时 ， 84 (X) 可 能 会 比 8(X) 大 ， 所 以 特征 p 的 
Morse 不 等 式 会 比 整 数 系数 的 强 . 

例 5.2 对 于 实 射影 空间 RP", 定理 4.6 和 注 记 5.15 告诉 我 们 

P=1, 0<g<n. 


所 以 推论 5.13 告诉 我 们 


5.4 ”IMorse 临界 点 理论 介绍 
先 简单 回顾 Morse 理论 的 基本 概念 和 事实 . 读者 可 参看 文献 [14]. 
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设 M 是 n 维 光滑 流 形 ，f : M 一 RR 是 光滑 函数 . 点 PE AM 称 
为 f 的 临界 点 , 如 果 在 p 处 df = 0. 这 就 是 说 ， 如 果 在 点 p 附近 的 局 
部 坐标 (31,… ,zn) 中 有 


临界 点 bp 称 为 非 退化 的 , 如 果 Hesse 算 阵 
7 ez1/ 
Ho 本 (起 大) p 


是 非 退 化 的 ，H 的 负 特 征 值 的 个 数 称 为 非 退 化 临界 点 pb 的 指数 . 

图 3.3 提供 一 种 看 法 : 先 把 M 嵌入 一 个 维 数 充 分 大 的 欧 氏 空间 
V, 然后 把 M 放 在 乘积 站 x R 中 ， 以 f 为 高 度 函 数 . 这 样 ，f 的 临 
界 点 就 是 那些 切 空间 水 平 的 点 . 


图 3.3 Morse 天 数 


引 理 5.16 (Morse 引 理 ) 设 bp 是 的 非 退 化 临界 点 ， 指 数 为 
入 则 在 p 点 的 某 领 域 U 中 有 以 2 为 原点 的 局 部 坐标 ( 角 ,…,yn), 使 
得 f 的 表达 式 是 


f(z) = fp) 一 好 一 … 一 级 十 妨 41 十 … 十 急 ， 口 


由 此 可 见 ， 非 退化 的 临界 点 是 孤立 的 . 
记 M°:= {ze M |f(z) <a}, Mi:= {rE M|a< f(x) < ob}. 
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引 理 5.17 设 Me 中 没有 临界 点 . 则 Me 与 M? 同 胚 , 并 且 M?* 
是 M? 的 形变 收缩 核 , 口 
引 理 5.18 设 M2 中 只 有 一 个 临界 点 ， 它 是 指数 为 入 的 非 退 化 
临界 点 . 则 M? 同 胚 于 Me Ugpxxpn-* DA x Dn-、, 因而 M? 同 伦 等 
价 于 M* 上 贴 一 个 入 维 胞 腔 . 口 
图 3.4 是 示意 图 ， 左 边 的 图 形 可 变形 成 右边 的 图 形 . 


有 7 Me UD* x D*-^ 


图 3.4 M? 是 在 Me 上 贴 胞 腔 


光滑 函数 f: M 一 RR 称 为 一 个 Morse 函数 ， 如 果 它 的 所有 临界 
点 都 是 非 退化 的 . 每 个 光滑 流 形 M 上 都 有 许多 Morse 函数 存在 . 事 
实 上 ， 每 个 连续 函数 M 一 忌 都 可 以 用 Morse 函数 来 逼近 . 

定理 5.19 设 M 是 光滑 流 形 ，f : M 一 R 是 一 个 Morse 函 
数 . 则 M 同 伦 等 价 于 一 个 有 限 胞 腔 复 形 ， 其 g 维 胞 腔 一 一 对 应 于 f 
的 指数 为 4 的 临界 点 ， 其 关联 系数 也 可 以 从 f 求 出 . 口 

定理 5.20 设 M 是 光滑 流 形 ，f : M 一 R 是 一 个 Morse 函数 ， 
以 pa 记 其 指数 为 9 的 临界 点 的 个 数 ， 定 义 多 项 式 Qj(t) := 并 Hat， 
称 为 函数 有 的 Morse 多 项 式 . 则 存在 非 负 整数 系数 的 多 项 式 R(t) 使 
得 

Q(t) — Px(t) = (1 +t)RO). 口 
于 是 本 节 关 于 胞 腔 个 数 {aq} 的 各 个 不 等 式 , 部 可 以 改写 成 关于 


Morse 函数 临界 点 个 数 {jo} 的 不 等 式 ， 这 才 是 Morse 不 等 式 的 本 来 
面目 ， Morse 正 是 在 研究 临界 点 时 发 现 这 些 不 等 式 的 . 


86 自由 链 复 形 ”129 


例 5.3 实 射影 空间 尽 P" 上 的 Morse 函 数 至 少 有 允 二 1 个 临界 点 . 

习题 5.1 试 证 明 环 面 T2 上 的 Morse 函数 至 少 有 4 个 临界 点 . 

思考 题 5.2 试 在 环 面 72 上 构造 一 个 只 有 3 个 临界 点 的 光滑 函 
数 . 

习题 5.3 ” 试 在 实 射影 空间 RP" 上 构造 一 个 只 有 nn 十 1 个 临界 


点 的 Morse 函数 . 
习题 5.4 试 在 复 射影 空间 CP” 上 构造 一 个 只 有 nn 十 1 个 临界 
点 的 Morse 函数 . 


习题 5.5 设 可 定向 闭 曲面 M 上 的 一 个 Morse 函数 上 只 有 一 个 
极 大 点 ， 也 只 有 一 个 极 小 点 . 试 证 明 f 的 鞍点 个 数 等 于 M 的 1 工 维 
Betti 数 . 
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本 节 讲 一 个 非常 好 用 的 定理 及 一 些 推 论 . 其 后 的 几 小 节 是 纯 代 
数 的 证 明 , 可 以 暂时 跳 过 ， 有 空 寺 再 读 , 不 影响 对 本 书 主线 的 理解 . 

定义 6.1 链 复 形 C = {Cy, 4} 称 为 是 自由 的 , 如 果 每 个 Co 都 
是 自由 Abel 群 . 

定理 6.1 设 C,C' 都 是 自由 链 复 形 . 那么 C 与 C' 链 同 伦 等 价 
的 充 要 条 件 是 它们 的 同调 群 同 构 ， 换 名 话说， C = C' > 万 ,(C) 兰 
H.(C’). 口 

推论 6.2 设 C,C' 都 是 自由 链 复 形 ， 并 且 HH(C) 兰 五 (CO'). 那 
么 对 任意 的 系数 群 G, 部 有 


H.(C;G) SH.(C";G), H*(C;G)S H*(C';G), 


这 里 五 .(C; G) 表示 G 系数 的 链 复 形 C @ G 的 同调 群 ，H*(C;G) 表 
示 G 系数 的 上 链 复 形 Hom (C, G) 的 上 同调 群 . 口 
由 于 奇异 链 复 形 和 胞 腔 链 复 形 都 是 自由 链 复 形 ， 我 们 有 
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推论 6.3 ”对 于 拓扑 空间 X 和 拓扑 空间 偶 (X, 4), 其 整数 系数 
的 奇异 同调 完全 决定 了 其 任意 系数 的 奇异 同调 和 奇异 上 同调 . 口 
推论 6.4 对 于 CW 复 形 X 和 CW 复 形 偶 (X, 4), 其 任意 系数 
的 奇异 同调 和 奇异 上 同调 都 可 以 用 胞 腔 链 复 形 来 计算 口 


6.1 自由 Abel 群 的 特殊 性 质 


命题 6.5 (自由 Abel 群 的 投射 性 质 ) 设 下 是 自由 Abel 群 . 
设 7 :4 一 B 是 满 同 态 ，6:F 一 B 是 同 态 ， 则 存在 同 态 a:F 一 A 
(如 下 面 图 表 所 示 ) 使 得 rea = 有 


F 
Qe | 
二 0 O 
命题 6.6 自由 Abel 群 的 子 群 也 是 自由 Abel 群 . 口 


6.2 自由 链 复 形 的 特殊 性 质 


命题 6.7 (定理 6.1 的 特例 ) 设 C 是 自由 链 复 形 , 并且 H(C) = 0. 
则 C0, 即 id~0:C 一 C. 
证 明 根据 命题 6.6 与 6.5, Bs-1 C Cy-1 是 自由 的 ， 并 且 有 同 态 
ka-1 。 Ba-1 ua Ca 使 
Ou o kg-1 = id: Ba-i 一 了 -1， 


从 而 Cv = 2 @ hg_1Bg_i. 


0 一 一 -和 


86 自由 链 复 形 ”131 


由 于 H,(C) = 0， 所 以 Za-1 = Bel, 于 是 Cg = Za 四 kgq-12. —1: 命 
TT :0g 一 Og+1 为 T(zg 曙 kg-_1zg-1) = kazg; 则 容易 验证 97 上 +Ta = id. 
口 


6.3 代数 映射 锥 


定义 6.2 设 有 链 复 形 C,C' 及 链 映 射 f:C 一 0. 定义 了 的 代 
数 映 射 锥 为 链 复 形 Cf = {C6,, 引 }, 其 中 


C1:= 0 @O¢1, Wl, cai1) = (9'c + feg1,—Ocg1). 


易 见 66=0, 所 以 这 是 一 个 链 复 形 . 

命题 6.8 链 映射 f:C 一 C0' 所 诱导 的 同 态 f, : H,(C) 一 H,(C") 
为 同 构 的 充 要 条 件 是 HH,(Cf) = 0. 

证 明 构造 一 个 链 复 形 


Er 一 {000 C+ 一 Cg-1， Of 一 一 2-1. 


从 形式 上 看 ， C+ 是 把 C 的 维 数 升 高 ， 定 义 链 映射 CC 全 C+ 
为 ij) = (ci,0), p(scq-1) = cq-1. 我 们 得 到 链 复 形 的 短 正 合 序列 


0=% 0 O00t 0 
于 是 有 正 合同 调 序 列 


一 ww 6, iv 分 
一 Han(O) 一 Han(C+) 一 Hs(C') 一 Ha(C) 一 … 


1/ 


Ha(C) 


从 2 的 定义 知 上 面 图 表 中 的 三 角形 是 交换 的 ， 因 此 所 被 嵌入 长 正 
合 序列 


入、D» fs 本 六 
定语 时 — Hor(C)— Hi(C) ~~ Hi(O)— Hi(C)— 。。 
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由 此 得 本 命题 的 结论 . 口 

命题 6.9 设 1 :C 一 C' 是 链 映射 ， 如 果 代 数 映射 锥 Cf = 0， 
则 f 是 链 同 伦 等 价 . 

证 明 我 们 先 证 明 以 下 两 件 事 : 

(1) i 之 0 :0 一 C 当 且 仅 当 f 有 右 同 伦 逆 ， 即 存在 链 映 射 
g:C' 一 C 使 fg~id:C' 一 0.. 

(2) p 0:C 一 C+ 当 且 仅 当 f 有 左 同 伦 逆 ， 即 存在 链 上 映射 
h:C' 一 CO 使 hf~id:C—C. 

(1) 的 证 明 . i 之 0:0' 一 的 含义 是 存在 54 :C' 一 Cri 使 


Ogt+1Sg 十 Sa=10%=1 一 (Pp 


按 直 和 CH = CI @ Cs 作 分 解 ， 记 Sus(c) = (Ts(ch),g(es)), 得 到 两 
个 同 态 :0 一 C0 和 9: C4 一 Co 上 式 成 为 两 个 式 子 

{87 + fg+ 人 TO = id’, 

Tn 十 9g0' = 0. 


这 恰好 是 说 9: C' 一 C 是 链 映射 ， 而 且 fg = id'. 

(2) 的 证 明 是 类 似 的 . 

现在 来 让 明 命题 如果 Cf = 0, 则 Cf 的 恒 同 链 映 射 id ~ 0. 因 
而 ?=idoi<0oi=0:C 一 G 并 旦 p=poid~=po0=0:6 一 C+. 
从 上 面 的 (1), (2) 知 f 有 右 同 伦 逆 g:C' 一 C 和 左 同 伦 逆 产 :CC 一 C. 
这 时 gf = (id)gf = (hf)gf = h(fg9)f 之 h(id)f =hf >id, 所 以 g 也 
是 f 的 左 同 伦 逆 ， 因 而 是 f 的 同 伦 道 . 口 

注 记 6.10 命题 6.8 和 6.9 中 我 们 并 没有 假定 C,C' 是 自由 链 复 
形 . 如 果 C, C' 都 是 自由 链 复 形 ， 那 么 命题 6.9 给 出 的 条 件 是 充分 必 
要 的 ， 即 : 当 f 是 链 同 伦 等 价 时 ， 也 一 定 有 代数 喘 射 锥 Cf ~ 0. 

这 是 因为 从 命题 6.9 证 明 中 的 (1), (2) 知 p~0 和 i> 0, 因 而 
zs =0 和 i = 0. 于 是 从 命题 6.8 证 明 中 的 正 合 序列 得 知 HH.(C) = 0. 
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然后 命题 6.7 告诉 我 们 C ~ 0. 
由 命题 6.8, 6.7 和 6.9 可 知 
命题 6.11 若 C, C' 是 自由 链 复 形 ， 并 有 链 映射 1 : C 一 C' 诱 
导出 同 构 f, : H,(C) 二 H,(C), 则 f 是 链 同 伦 等 价 ， 即 1:C = C/ 
口 


6.4 从 同调 同 态 构 作 链 映射 


命题 6.12 设 C 是 自由 链 复 形 ， C' 是 链 复 形 ， 设 有 同 态 p : 
五,(0) 一 HH:(C'). 则 存在 链 映射 1:C 一 C 使 得 f= 

证 明 C 是 自由 链 复 形 ， 所 以 24 与 B 都 是 自由 Abel 群 . 根 
据 命题 6.5, 存在 pq : 24 一 2 使 下 面 图 表 右 面 的 方块 交换 ， 图 表 中 


0 一 一 Bs 和 一 也 一 一 0 


pe : pa : Pa 
0 一- BI 一 一 01 一 一 用 一 一 0 
上 下 两 行 的 正 合 性 保证 了 ms : Ba 一 不 . 我 们 要 设法 把 pa : 24 一 26 
扩张 成 为 :Co 一 Og. 
利用 命题 6.7 证 明 中 的 直 和 分 解 Cy = 24 @ ka-1Bg-_1, 看 图 表 


根据 命题 6.5, 存在 Tq—l1: Bai 一 Go 使 pa-1 三 OTg-1. 
定义 有 :Cg 一 G4 为 


fa(za B ka-1bg-1) = pa(zq) + Tg-1(0g-1). 
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容易 验证 9f = f0, 即 f 是 链 映 射 ， 而 且 显 然 六 = %. 口 
6.5 定理 6.1 的 证 明 


定理 6.1 的 证 明 必要 性 是 明显 的 . 充分 性 由 命题 6.12, 6.11 衔 
接 而 得 . 口 

注 记 6.13 命题 6.7 (因而 定理 6.1 也 是 ) 当 C 不 自由 时 不 对 . 

反例 1: C = {Cg; 2 所 有 的 Cu = Za， ou =2. 

反例 2: C = {Co 6 其 中 Co = Cs = 2Z2, C1 = Zi4, 其 余 的 
C4 = 0; 边缘 同 态 2, 6 关 0, 其 余 的 9. = 0. 

本 节 关 于 自由 链 复 形 的 讨论 ,完全 适用 于 由 域 忆 上 的 线性 空间 
和 线性 映射 组 成 的 链 复 形 ， 原 因 是 线性 空间 都 有 基 ， 也 有 类 似 于 命 
题 6.5 与 6.6 的 性 质 ， 而 这 两 个 性 质 是 本 节 的 基础 . 其 实 ， 线 性 空间 
的 代数 性 质 比 自由 Abel 群 还 要 好 , 因为 这 时 同调 群 也 是 线性 空间 ， 
也 有 基 . 于 是 我 们 有 

定理 6.14 设 下 是 一 个 域 . 设 C 是 由 域 已 上 的 线性 空间 和 线 
性 映射 组 成 的 链 复 形 .把 分 次 线性 空间 五 ,(C) 看 成 链 复 形 (边缘 算 
子 都 取 0), 以 HC 记 之 . 则 C 与 HC 同 伦 等 价 , 即 C~ EC 口 

注 记 6.15 定理 6.1 说 明 ， 对 自由 链 复 形 来 说 ， 整 数 系数 同调 
群 决定 了 任意 系数 的 同调 群 与 上 同调 群 ， 那 么 对 于 自由 链 复 形 之 间 
的 链 喘 射 ， 整 数 系数 的 同调 同 态 是 否 能 决定 其 任意 系数 的 同调 同 态 
与 上 同调 同 态 呢 ? 这 问题 归结 为 另 一 个 问题 ， 对 于 自由 链 复 形 之 间 
的 链 映射 fg : C 一 C 如 果 它 们 诱导 相同 的 同调 同 态 六 = 9 : 
肿 :(C) 一 了,(C"), 是 不 是 一 定 有 链 同 伦 /= 9g:C 一 C? 下 面 的 例子 
和 命题 说 明 ， 一 般 说 来 回答 是 否定 的 ， 但 是 在 添加 一 些 条 件 之 后 ， 
回答 是 肯定 的 . 

例 6.1 设 C=B(22,0), C' = (2Z2,1) 都 是 初等 链 复 形 ( 见 定 
义 7.1). 链 映射 C 一 C' 其 实 取决 于 其 1 维 链 群 上 的 同 态 C1 一 C1 
即 Z 一 2. 由 及 =idz 决定 了 一 个 链 映 射 f :C 一 C'. 虽然 它 诱导 


87 万 有 系数 定理 135 


的 同调 同 态 f, = 0 : 及 (C) 一 HH,(0'), 但 是 f 不 链 同 伦 于 0, 而 且 在 
Zo 系数 的 同调 群 上 诱导 的 同 态 f 0:H(C; 22) 一 Hs(C'; 22). 

命题 6.16 设 C,C' 都 是 自由 链 复 形 ， 并 且 设 于 (C0) 和 HH,(C") 
都 是 自由 的 .如 果 链 映射 fg : C 一 C' 诱导 相同 的 同调 同 态 和 = 
gx : HH.(0) 一 HH.(0'), 就 一 定 有 链 同 伦 /= 9g:C 一 0" 

证 明 ”把 分 次 群 五 (C) 看 成 链 复 形 (边缘 算 子 都 取 0), 以 HC 
记 之 . 则 及 (EC) = 瓦 (C). 根据 命题 6.12, 存在 链 映 射 $:C 一 HC 
使 得 办 是 恒 同 自 同 构 idr.(c). 根据 命题 6.11, 链 喘 射 $:C 一 HC 
是 链 同 伦 等 价 . 设 少 : HC 一 C 是 其 同 伦 逆 . 

类 伏地， 把 分 次 群 及 (C“) 看 成 链 复 形 HC', 有 互 逆 的 链 同 伦 等 
价 V :C0C' 一 HC' 和 WwW :HC' 一 0C' 使 得 人 和 以 都 是 恒 同 自 同 构 
idr.(c). 于 是 


fo8)ofo(Wo9) = 0 of ooo. 


既然 链 复 形 HC, HC' 的 边缘 算 子 都 是 0, 一 个 链 映射 HC 一 
HC' 和 它 所 诱导 的 同调 同 态 H,(HC) 一 HH.(HCO') 应 该 没有 差别 . 所 
以 


bof oy%= (0 of oo) =idy.(c) of oidg.(o) = fs: HC — HCO,. 
于 是 fwWofo9. 对 于 g 同 样 有 9g 之 ogxo9. 所 以 
f~ywVof.o0=Y ogo09 Tg. 口 
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设 X 是 有 限 胞 腔 复 形 ， 推论 6.3 告诉 我 们 ， 从 及 (X) 能 把 六 
的 任意 系数 的 上 下 同调 群 都 决定 出 来 ， 本 节 将 讨论 如 何 进行 计算 . 
基本 的 想法 体现 在 一 个 例子 里 : 
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例 7.1 设 有 限 胞 腔 复 形 X 的 同调 群 是 
Ho(X) 全 2Z， 三 (X) 2Z3， 其 他 的 H,(X) =0. 
求 H.(X; 2Z2) 与 H*(X; 23). 

我 们 先 来 找 一 个 自由 链 复 形 C, 使 得 了 H.(C) 兰 五 (X)， 由 于 
Ho(X) 兰 G 取 一 个 链 复 形 C' 其 0 维 链 群 是 2Z, 其 余 链 群 全 是 0. 它 
的 同调 群 除 0 维 是 Z 外 其 他 全 是 0. 考虑 到 乓 (X) = Za, 再 取 一 
个 链 复 形 C”, 其 1 维和 2 维 链 群 是 Z, 其 余 链 群 是 0, 而 边缘 同 态 
0:08 一 0? 是 2 一 2Z. 明显 地 ，H,(C") 在 1 维 是 Zs, 其 他 各 维 
都 是 0. 于 是 链 复 形 的 直 和 C := 0'@C" 是 自由 链 复 形 ， 并 且 

H,(0) = H,(0’) ®@ H,(0”)  H,(X). 

根据 推论 6.2, 得 到 
2， 当 ee 0, 

0， ”对 其 他 的 q， 
Z3, 当 gq = 0, 1,2, 
0， ”对 其 他 的 9. 

这 个 例子 的 方法 其 实 是 普遍 适用 的 . 我 们 把 一 般 形式 写 出 
来 . 

7.1 初等 链 复 形 的 同调 

定义 7.1 设 n 是 整数 ，k 是 自然 数 ， 我们 定义 两 种 初等 链 复 
形 : 


Ha(X; 22) SE Ha(C'; Z2) @ Hi(O"; 22) = | 


H(X;Z3) SE HA(C'; Ga) ® HAO”; Z3) = | 


n 维 
E(Z,n): 0+— 2 +— 0, 


n 维 | 
E(Zhn): 0 一 了 -一 Q0 -一 0， 


它们 的 整数 系数 同调 群 是 
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Z， 当 gq=n, 
H,(E(Z,n)) = 上 le 
H,(B(Zh,n)) = I A 

0， 当 g#n. 


定义 7.2 设 G 是 Abel 群 ， 上 是 自然 数 ， 我们 采用 记号 
Gk := G/kG = coker {GS G}, 1G := ker{G— G}. 
于 是 有 正 合 序 列 
0— kG— G—G—G.—0. 
引 理 7.1 初等 链 复 形 的 以 G 为 系数 的 同调 群 和 上 同调 群 是 
G， 当 9=m， 


;G) = HA(E(Z,n);G)= 
Ha(E(Z,n);G) = H(E(Z,n);G) | 当 g#n, 


Gk， 当 4g=n,， 
Hi(E(Zk,n);G) = | 当 g=n+1， 
0， 当 g#n,n+l, 
kG， 当 gg=n,， 
HA(E(Zk,n);G) = 当 g=n+1， 
0， 当 gzn,n 十 1. 
证 明 链 复 形 B(2,n)@G 和 上 链 复 形 Hom (EB(2Z, n),G) 分 别 形 
% 维 n 维 0 
0=<=~ 3 = 0 一 G —. 
而 (Zk,n)@G 和 Hom(B(Zh,n),G) 分 别 形 如 


维 ng 
ee a a 
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由 此 得 到 同调 群 和 上 同调 群 . 一 


7.2 万 有 系数 定理 的 朴素 形式 


定理 7.2 (万 有 系数 定理 的 朴素 形式 ) 设 X 是 有 限 胞 腔 复 形 . 
如 果 


Ba Ya 
Hi(X)=BD2ZePZ0, 
i=1 i=l 
则 我 们 有 


Tq-1 


Ha(X;G) 从 四 ce@cu 由 BD ww-»0, 


i=1 


Ya—1 


H'(X;G) 兰 ®e 四 Bin 四 出 Gy». 
证 明 用 初等 链 复 形 的 直 和 构造 一 个 自由 链 复 形 
Ba Ya 
Ds=O (@ E(Z,9 8 OD stand 
q \i=l i=1 9 


易 见 有 H(D) 兰 本 .(X). 所 以 根据 定理 6.1, 我 们 可 以 用 D 代替 XX 来 


计算 同调 群 和 上 同调 群 ， 然 后 从 引 理 7.1 得 到 结论 . 口 
推论 7.3 设 关 是 有 限 胞 腔 复 形 ，H(X) 关 i@T, 其 中 五 是 
自由 Abel 群 ， 有 是 有 限 Abel 群 . 则 H2(X) 兰 瓦 田 厂 1 口 


思考 题 7.1 试 将 定理 7.2 中 的 上 同调 群 Hi(X;G) 与 第 二 章 定 
理 4.3 作 比较 ， 哪 些 部 分 对 应 于 Hom (Hs(X),G)? 


7.3 域 系 数 的 情形 


推论 7.4 设 忆 是 特征 为 2 的 域 ，X 是 有 限 胞 腔 复 形 . 以 6 记 
Has(X) 的 秩 rk Ho(X) ( 见 定 理 5.1); 当 p 是 素数 时 , 以 ?名 记 Hs(X) 
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的 卫 秩 站 pE(X) ( 见 定义 5.1). 则 Ho(X;) 与 HY(X; 五 ) 作为 域 下 
上 的 线性 空间 的 维 数 相同 ， 记 作 By， 


Be, 当 必 三 0, 
be = (p) ，、(pD) 
Ba 十 9 十 Yel， 当 Pp 是 素数 . 口 


习题 7.2 试 利用 万 有 系数 定理 计算 闭 曲 面 的 上 同调 群 . 
习题 7.3 设 了 为 环 面 ， 天 为 Klein 瓶 ，f:T 一 是 映射 
试 证 明 f = 0: Bo2(T; 2Z2) 一 H2(K; 2Z2). 


7.4 对 偶 配 对 与 对 偶 基 


我 们 已 经 看 到 ， 拓 扑 空间 的 整数 系数 奇异 同调 群 能 决定 其 任意 
系数 的 同调 群 ， 也 能 决定 其 任意 系数 的 上 同调 群 ， 在 有 限 胞 腔 复 形 
中 ， 同 调 群 的 元 素 (同调 类 ) 可 以 用 胞 腔 闭 链 来 形象 地 表示 . 那么 ， 
上 同调 类 的 形象 如 何 呢 ? 上 下 同调 群 之 间 的 (通过 Hom 函 子 来 表述 
的 ) 代数 的 对 偶 关 系 ， 怎 样 落实 为 上 下 同调 类 之 间 关 系 ? 要 回答 这 
些 问题 ， 我 们 首先 引进 (来 白 线形 代数 的 ) 对 偶 配对 的 概念 . 

定义 7.3 设 4,B 是 有 限 生成 的 Abel 群 ，$:A4xB 一 2 是 双 
线性 对 应 . 由 于 2 中 没有 有 限 阶 元素 ，$ 实际 上 是 自由 部 分 的 一 个 
双 线 性 对 应 $: 有 x 一 2. 我 们 说 4 是 对 偶 配 对 , 如 果 4,B 有 相同 
的 秩 7, 并且 4,B 分 别 有 元 素 组 {a1,…,ar} 和 {b1,…,br}, 使 得 
l， 当 i= 
0， 当 i 
其 中 {tH,…,ar} 是 {a1,…,ar} 在 4 中 的 投影 是 4 中 的 一 组 基 ; 
{51,…,Br} 是 {b1,…,br} 在 互 中 的 投影 ， 是 互 中 的 一 组 基 ， 元 素 
组 {a1…,ar} 和 {1,…,br} 称 为 在 配对 4 下 的 一 对 对 偶 基 ， (确切 
地 说 ， 当 4,B 不 是 自由 Abel 群 时 它们 并 没有 基 ， 它 们 的 自由 部 分 
有 百 才 有 基 ， {1,…,ar} 和 {51,…,br} 才 是 互相 对 偶 的 两 组 基 . ) 


p(ai,b j) 一 pai, bs )= 05 一 | 
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设 4,B 是 域 上 的 有 限 维 线性 空间 ，$:4xB 一 Ff 是 上 
的 双 线 性 对 应 . 我 们 说 $ 是 对 偶 配对 , 如 果 4, B 有 相同 的 维 数 7, 并 
且 4,B 分 别 有 基 {a@1,…,ar} 和 {1,…,b.}, 使 得 9(ai,b;) = 6ij. 这 
样 的 两 组 基 称 为 在 $ 下 互相 对 偶 的 . 

下 面 我 们 只 谈 Abel 群 之 间 的 对 偶 配 对 ,因为 线性 空间 之 间 的 对 
偶 配 对 是 类 似 的 而 且 更 简单 些 . 

推论 7.5 设 XX 是 有 限 胞 腔 复 形 ， 则 对 每 个 维 数 g, Kronecker 
积 是 Ho(X) 与 Hx(X) 之 间 的 对 偶 配对 . 

证 明 胞 腔 链 复 形 C,(X) 链 同 伦 等 价 于 若干 初等 链 复 形 的 直 和 
D. 对 于 后 者 ， Kronecker 积 显 然 是 Hs(D) 与 HY(D) 之 间 的 对 偶 配 
对 .所 以 Kronecker 积 也 是 U(X) 与 Hx(X) 之 间 的 对 偶 配对 .， 口 

设 有 限 胞 腔 复 形 X 的 4 维 胞 腔 是 e8, 1 < i < ay. 定义 X 的 4 
维 胞 腔 上 链 c (1 < i < ao) 为 
1， 当 i= 
0， 当 宇 尖 丰 
那么 {eg | 1 < i < ao} 是 上 链 群 CY(X) 的 基 , 每 个 上 闭 链 z € Za(X) 
都 是 这 些 (看 成 上 链 的 ) 胞 腔 的 线性 组 合 . 于 是 我 们 也 可 以 在 图 上 把 
上 闭 链 和 上 同调 类 表现 出 来 了 . 

例 7.2 环 面 的 图 3.2 左边 的 胞 腔 复 形 记 作 J. 则 C,(7) 的 胞 
腔 基 是 {fu, oa 心 甘 , C*(J) 中 的 对 偶 的 胞 腔 基 是 {u*,a*, o*, 太 }. 由 于 边 
缘 同 态 是 0, 同调 群 与 链 群 没有 差别 ， 所 以 ， Hi(J) 的 基 是 {la], 办 }， 
HH?(J) 中 的 对 偶 基 是 {[a*], [5*]}. 

例 7.3 环 面 的 图 3.2 右边 的 单纯 复 形 记 作 K. 例 3.2 中 已 得 
肥 (K) 的 基 {[aj, 加 }, 闭 链 a,b 如 图 3.5 的 左 图 容易 看 出 ,图 3.5 的 
中 、 右 图 所 画 的 上 链 a,8 是 上 闭 链 ， 并 且 Kronecker 积 

(@a)=1, (a,b)=0, 


(6, a) =0, (8, b) 一 六 中 


(ef eg) = 55 = | 
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所 以 HL(K) 的 基 { 四 ,四 } 在 Hi(K) 中 的 对 偶 基 是 {[al, [9]}. 


图 3.5 对偶 基 


环 面 的 上 下 同调 群 的 对 侦 基 ， 在 第 四 章 的 例 3.1 与 第 五 章 的 例 
2.1 还 会 谈 到 . 读者 不 妨 就 上 同调 类 在 不 同 的 胞 腔 训 分 上 的 形象 , 做 
一 个 比较 . 
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本 章 中 我 们 主要 讲 胞 腔 同 调 、 单 纯 同 调和 奇异 同调 中 的 又 积 、 
上 积 与 卡 积 , 得 到 上 同调 环 . 我 们 的 讨论 从 代数 上 看 是 基于 自由 链 复 
形 的 张 量 积 , 所 以 也 适用 于 相对 同调 . 作为 应 用 , 我 们 将 讨论 Borsuk- 
Ulam 定理 以 及 流 形 的 畴 数 . 
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1.1 自由 链 复 形 的 张 量 积 
以 第 三 章 定理 4.8 为 背景 ， 我 们 引进 自由 链 复 形 的 张 量 积 的 概 
定义 1.1 设 C= {Cb,6,} 和 D = {D,,6,} 是 自由 链 复 形 ， 定 
义 它们 的 张 量 积 为 如 下 的 自由 链 复 形 C @ D = {(C @ D),,08}: 


(C ® D)n = 个 Cp ® Dy, 
p+q=n 


如 果 C 以 {oF} 为 基 ，Da 以 {d9} 为 基 , 则 (C@DD), 以 LU Ged] 
p+q=n 
为 基 . 对 于 wm E Cp, dg c Dy, p+g=%n, 规定 
O02(c ® dy) = (Opcp) ® dg + (—1)?c» ® (0udo)， 


图 4.1 像 一 张 地 图 ， 方 便 地 表明 位 置 ， Ce D 的 每 个 链 群 ， 是 
一 条 斜 线 上 各 方 格 的 直 和 ; 每 个 方 格 上 的 边缘 筑 子 ， 由 一 横 一 竖 两 
个 边缘 同 态 拼 成 . 

我 们 需要 验证 gb8 = 0. 设 cy € Cp, dy € Dw p+g=n 
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0%_ 10%(cp ® da) =0% 1((O0pcp) ® da + (-—1)?cp B (Ogdg)) 
=(0p-10pcp) ® dg + (—1)?-! (Opcp) ® (O04dg) 
+ (—1)?(0pcp) ® (0gdg) 十 (—1)*?cp ® (O104dg) 
一 (0. 


注意 ， 那 个 交错 的 正 负 号 (-1)? 起 了 重要 的 作用 ， 没 有 它 不 行 . 


D 


Cp Do 


AL 
A 
| | 
国 国 国 隐 图 
天 酉 本 了 而 


图 4.1 链 复 形 的 张 量 积 


定义 1.2 设 j:C 一 C 和 909: 了 一 也 是 链 映射 .它们 的 张 量 
积 定义 为 链 映 射 f@g:C@D 一 0'@D', 
(f ® g)(cp ® da) = (fpcp) ® (gada), 对 于 cp € Cn dg € Da. 
我 们 需要 验证 08(f @ g) = (/@9)52. 
08(f ®g) (cp B dg) = O08((focp) @ (ggadg)) 
= (Ofpcp) ® gadqg + (—1)? (fpcp) B (04ggda) 
oe (jp-10rcp) 四 gqdg (—1)?(fpcp) ® (ga-104dgq) 
= (fp-1® ya)((Opcp) B dg) + (—1)° (fo B gq-1)(cp B (04dg)) 
= (f ®@g)((Ocp) 8 dg + (—1)?cp ® (Ogdy)) 
= (f ® 9g)0% (cp ® dy). 
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下 面 的 简单 命题 请 读者 自己 证 明 . 
命题 1.1 若 有 链 同 伦 f 之 :0C 一 0C' 和 gg':D 一 D', 则 有 
链 同 伦 
f@g~f@g :CaoD 一 Co@D/. 
特别 是 ， 如 果 有 链 同 伦 等 价 C ~ C' 和 = D', 就 有 链 同 伦 等 价 
CO@D=C' ooD/. 口 
例 1.1 初等 链 复 形 的 张 量 积 
E(Z,m) ® E(Z,n) = E(Z,m+n). 
例 1.2 初等 链 复 形 的 张 量 积 


E(Zk,m) ® E(Z,n) = E(Z,m) ® E(Zr,n) = E(Zr, m+ n). 


习题 1.1 证 明 : 张 量 积 EB(Zk,m) BB(Ze,n) 的 同调 群 是 
Ar 二 

Ha(B(Zim) © B(Zen)) = | a 
当 g#m+n,m+n+tl. 


注 记 1.2 对 于 Abel 群 的 张 量 积 ， 有 显然 的 换 位 同 构 A4@®B 
B® A,a® LOa. 对 于 链 复 形 的 张 量 积 , 联结 C8@8D 与 D8@8OC 的 
链 映 射 却 不 能 简单 地 对 换 位 置 ， 而 是 


上 CQ@D 一 DB@C tcp® dg)=(-1)dyg Becp, Vep € Cp, dg € Ds. 
如 果 缺 了 那个 正 负 号 (1)”, 就 不 是 链 映 射 了 . 
1.2 Kiinneth 公式 


定理 1.3 设 C,C',D,D' 郁 是 白 由 链 复 形 . 如 果 玉 (C) 兰 瓦 (C0) 
和 H,(D) SH(D'), 那么 H,(C ® DD) ¥ H,(C' ® DD'). 
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换 句 话说 ， 对 于 自由 链 复 形 来 说 ， 张 量 积 的 同调 群 H.(C @DD) 
被 玉 (C) 和 五.(D) 完全 决定 . 

证 明 ”根据 第 三 章 定 理 6.1, 有 C。= C' 和 DD'. 从 本 章 命题 
1.1 得 到 Ce@D=CeD'. 因此 下 (C@D 太 兰 及 (CC@D))， 口 

例 1.3 从 习题 1.1 可 知 


E(Zk,m) B® E(Zen) EZ m+n) BE(Zk,0), m+ n+ 1). 


Kiinneth 公式 告诉 我 们 怎 伴 从 有 (0C) 入 ,(D) 把 HH(C @ 了 D) 
定 出 来 ， 标 准 的 表述 需要 用 到 同调 代数 中 的 Tor 函 子 .我 们 只 介绍 
几 个 较 弱 的 但 是 好 用 的 形式 ， 其 中 定理 1.5 是 其 最 初 的 形式 . 
两 个 分 次 群 4 = {4p} 与 B = {B4} 的 张 量 积 4@ 是 个 分 次 
群 ， 
(48B)n:= PD 4,8 Bs. 


p+q=n 

当 我 们 说 B 是 有 限 生成 的 或 自由 的 ， 是 指 每 个 维 数 v 的 群 Bo 都 是 
有 限 生成 的 或 自由 的 ， 

定理 1.4 设 C, D 是 白 由 链 复 形 ， 并 且 HH.:(D) 是 有 限 生 成 的 
自由 的 分 次 群 ， 那 么 

H,(C ® D) = H.(C) ® H,(D), H*(C ®D)= H*(C)® H*(D). 

证 明 把 分 次 群 五 (D) 看 成 边缘 算 子 为 零 的 链 复 形 . 由 于 它 是 

自由 的 ， 所 以 根据 定理 1.3, D ~ H,(D), 因而 
H.(C ®D)= H,(C®H.(D)) = H,(C) ® H,(D). 

上 同调 的 推理 是 类 似 的 . 口 

定理 1.5 设 C,D 是 和 白 由 链 复 形 ， 并 且 五 (C) 和 五 (D) 都 是 
有 限 生成 的 ， 那么 有 (Co D) 也 是 有 限 生成 的 ， 并 且 Betti 数 


Bn(C®D)= 》 pp(C) BalD). 


p+q=n 


146 ”第 四 章 来 积 


Poincaré 多 项 式 
Poepn(lt) = Polt). Pp(t). 

证 明 根据 定理 1.3, 可 以 把 C 与 D 都 换 成 有 限 多 个 初等 链 
复 形 的 直 和 . 例 1.2 与 1.3 说 明 ， 五 (0) 与 五 (D) 的 有 限 部 分 对 
日:(C @ D) 的 Betti 数 没有 贡献 . 再 用 例 1.1 算出 HH,(0) 与 H,(D) 
的 Betti 数 对 及 (Ce@D) 的 Betti 数 的 贡献 . 口 

域 系数 的 情形 ， 根 据 第 三 章 定理 6.14, 我 们 有 

推论 1.6 设 C,D 是 自由 链 复 形 ，F 是 域 . 则 域 已 系数 的 Betti 


数 
Bi(C®D)= > BF(C).BF(D); 
p+g=n 
域 FF 系数 的 Poincark 多 项 式 
Péep(t) = PE(t): PB (t). 口 


1.3 胞 腔 复 形 的 乘积 


有 了 自由 链 复 形 的 张 量 积 的 概念 ， 第 三 章 定理 4.8 可 以 说 成 : 

命题 1.7 设 X,Y 是 胞 腔 复 形 ， 胞 腔 的 集合 分 别 是 {e?} 和 
{e$}. 则 有 

Cs(X xY) = C0,(X)® OC,(Y). 

我 们 今后 常 把 左 侧 的 有 向 胞 腔 e? x e9 与 右 侧 的 基 元 素 ef @e'3 等 同 
起 来 ， 不 加 区 分 . 口 

命题 1.8 设 f:X 一 X' 和 yg:Y 一 Y' 都 是 胞 腔 复 形 之 间 的 胞 
腔 映 射 . 则 fxg: 关 xY 一 X'xY' 也 是 胞 腔 映 射 , 并 且 胞 腔 链 映射 


(fxg :OXxY)— CO(X' xY') 
正好 就 是 张 量 积 


ff# 8g¢:C(X) YO(Y) » 0,(X') ® C(Y'). 口 
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从 命题 1.7 和 定理 1.4 立即 得 到 
推论 1.9 (Kiinneth 公式 ) 设 X,Y 是 有 限 胞 腔 复 形 ， 并 且 


五 .(Y) 是 自由 的 .那么 
H(XxY)=H(X)®H(Y), H*(XxY)=H*(X)®H*(Y). OO 
推论 1.10 (Betti 数 的 Kiinneth 公式 ) 设 X,Y 是 有 限 胞 腔 
复 形 ， 则 Betti 数 


"(XXY)= >, Bp(X) Pal 


p+g=n 


Poincaré 多 项 式 
PxxY(t) = Px(t): Py(D). 口 
习题 1.2 计算 下 列 空间 的 同调 群 和 上 同调 群 ， RP? x RP?, 5? 
xRP5, CP? x CP3, 以 及 nn 维 环 面 


MA 
Tr*=S!lx...xS!. 
思考 题 1.3 设 X,Y 是 有 限 胞 腔 复 形 . 证 明 存 在 同 构 


Hn(XxY)S BD W(X; HlY)), 


p+q=n 
H"(XxY)¥ BD P(X;H(Y)). 
p+9=n 
定义 1.3” 胞 腔 复 形 偶 (X, 4) 与 (Y, B) 的 乘积 ， 规 定 为 胞 腔 复 


形 偶 
(X,A) x (Y,B):= (XxY,AxYUXXxB). 
例 1.4 以 工 记 单位 线段 [0,4, 齐 分 成 一 个 1 维 胞 腔 ， 两 个 0 维 
胞 腔 . 了 是 其 两 端 . 以 I? 记 nn 维 方 体 ，i? 记 其 边缘 . 则 (1",1") = 
(LD) x … x (1 了 ) (n 个 相 乘 )， (7?, 加 ) x (79 19) = (IFP+e jr+ta). 
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命题 1.11 胞 腔 链 复 形 C,((X, 4A)x(Y, B)) = C.(X, A)@C.,(Y, B). 
口 
于 是 胞 腔 复 形 偶 也 有 Kiinneth 公式 等 等 ， 不 装 述 了 . 
1.4 下 同调 类 的 张 量 积 
设 C,D 是 自由 链 复 形 ， 基 分 别 是 {df} 和 {d9}. 张 量 积 链 复 形 
Ce@D 引 起 了 同调 类 之 间 的 张 量 积 运算 ， 
定义 1.4 双 线 性 函数 
Cp x Da — (C ® D)prg 
规定 为 (4,d9) 中 @ dy 称 为 下 链 的 张 量 积 
命题 1.12 下 链 的 张 量 积 的 边缘 公式 是 
oluoal=(oo)@D+(-1)zag@ (95), a € Cp, bED,. 
因而 诱导 出 下 同调 的 张 量 积 
Hyp(C) x Hi(D) —— Hy,rs(C ® D). 
证 明 边缘 公式 来 自 链 复 形 C@ DD 的 定义 ， 从 这 边缘 公式 易 见 
Zp(C) x Za(D) — Zpta(C @®D), 
B,(0) x 2Z(D) —— Bio(C ® D), 
Zp(C) x Bo(D) 一 -Bio(C@D)， 
由 于 张 量 积 是 双 线 性 的 ， 我 们 可 以 过 渡 到 同调 群 去 ， 定 义 下 同调 类 


的 张 量 积 
Hp(C) x Hy(D) — Hpta(C ®D), 


[ap] ® [ba] := [op ® by), Vap € Zp(C), by € Za(D). 口 
定理 1.13 下 同调 张 量 积 的 基本 性 质 ， 
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( 结合 性 ”对 于 任意 ze (0), y € HI(D), ze 古 ( 本 ,有 
(Z OY Oz= 71 (82). 


(2) 自然 性 设 f:C 一 0',g:D 一 D' 都 是 链 映 射 , 对 于 任意 
zx EHp(O0),yE€ Hs(D), 有 


(f ® 9)(T OY) = (frr) ® (gny). 


证 明 同调 水 平 上 的 这 些 性 质 , 来 白 链 的 水 平 上 的 相应 的 性 质 . 
口 


1.5 上 同调 类 的 张 量 积 
定义 1.5 双 线 性 函数 
C? x Dr — ~ (C®D)Pta 


规定 为 
(a ® pb,a®b) bag (Q, a) “ (8, b), 


称 为 上 链 的 张 量 积 . 这 个 式 子 里 a € C0?, 6 € Do ae Cp,bE Do, 满 
足 p+g=p +q. 注意 , 根据 第 二 章 定义 4.6 的 约定 ， 上 式 右 端 只 有 
当 p=p' 且 gg=q 时 才 可 能 不 等 于 0， 

命题 1.14 上 链 的 张 基 积 的 上 边缘 公式 是 


5(a@p6)=(alj@Bp6+(-l)Pa@(566)， aeCz geD9， 
因而 上 链 的 张 量 积 诱 导出 上 同调 类 的 张 量 积 
Hp(C) x HI(D) — H?+(C ® D). 
证 明 对 于 任意 的 a€ C,be D, 有 


(6(a®0),a®b) = (a® pb,0a8b+ (—1)lla ® ol 
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= (a, 00)(8,0) + (—1)ll(a, a)(B, 86) 
= (ga a)(B,0) + (—1)!°l(a, a)(68, 6) 
= (6a®B,a 8b) +(-l)l*l(a ® 68,a® Db) 
=(a@p8+(-llelag@56a@ 从 . 
因此 得 上 边缘 公式 ， 第 二 个 结论 是 上 边缘 公式 的 直接 推论 ， 理 由 与 
命题 1.12 中 一 样 . 口 
定理 1.15 上 同调 张 量 积 的 基本 性 质 ， 
(1) 结合 性 对 于 任意 和 e H?(C), ne Ha(D), Ce H"(E), 有 


(£ ®@7) B= £8 (70). 


(2) 与 下 同调 张 量 积 的 配对 对 于 任意 € € H?(C), n € H4(D), 
和 任意 ze H,(C), ye Hs(D), 有 


(€ @ 171,78Y) 二 (€, Z) (7,Y). 


(3) 自然 性 设 f:C 一 0',g:D 一 D' 都 是 链 映 射 对 于 任意 
& € H?(C'), WE Ha(D'), 有 


(f ®@ 9)*(€ ®B7) = (7°€) ® (gn). 


证 明 上 同调 水 平 的 这 些 性 质 ， 来 自 上 链 水 平 的 相应 的 性 质 . 
口 


1.6 上 下 同调 类 的 斜 积 


还 可 以 定义 一 些 别开生面 的 双 线 性 运算 .我们 有 机 会 用 到 下 面 
这 一 种 . 
定义 1.6 双 线性 函数 


Dx(C@D)pra — Cp 
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A\(a ® 2) 有 (8, b) “Q, 
称 为 上 下 链 的 斜 积 . 
命题 1.16 上 下 链 的 斜 积 的 边缘 公式 是 
O(B\c) = (—1)P(6B)\c+A\(0c), BeD’,celC®D)pta. 
因而 链 的 斜 积 诱导 出 上 下 同调 类 的 斜 积 
He(D) x 忆 (Ce@D) 一 -也 (CO). 


证 明 设 c=ai@baieEC,vbieD. 则 


AB\Bc = 有 了》 {00:® b+ (-1)l"lo: ® Obi} 
= (8,bi)00i + > -D8, Obi)a: 
=03 (8,bi)a: + > (—1)!°-ISl-1(68, bi)ai 
= 0(A\c) -(-Dld- 5pNe. 
因此 得 边缘 公式 ， 第 二 个 结论 是 边缘 公式 的 直接 推论 ， 理 由 与 命题 
1.12 中 一 样 . 口 
定理 1.17 斜 积 的 基本 性 质 ; 
(1) 结合 性 ”对 于 任意 me He(D), C € H"(E), w € Hytarr(C @ 
D®@E), 有 
(7n® OO\w = Nw). 
(2) 对 偶 性 ”对 于 任意 &€ H?(O0), n € H4(D), z € Hyra(C ®@ DD), 
有 
(€ @ 17,2) = (€,n\2). 
(3) 自然 性 设 /:C 一 0',g:D 一 D' 都 是 链 上 映射 对 于 任意 
7 €E HA(D'), z€ Hyro(C ® D), 有 


f(g Nz) = 7 \(f x 9)z. 
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证 明 这 些 性 质 来 自 链 的 水 平 上 的 相应 的 性 质 ， 自 然 性 最 好 用 
交换 图 表 来 表达 : 
Dex(C@D)pt —— Ob 
| f@g f 


Dx (OD = 口 


1.7 胞 腔 同 调 中 ， 同 调 类 的 乘积 


设 X,Y 是 胞 腔 复 形 ， 由 于 积 复 形 XxY 的 胞 腔 链 复 形 C,(X x 
Y) = C( 关 )@8 Ci(Y), 上 述 的 三 种 乘积 给 出 胞 腔 同调 中 的 三 种 双 线 性 
运算 ， 它 们 有 习惯 的 名 称 和 记号 ， 分 别 是 


下 辐 训 叉 积 : Hp(X) x HY) — HyrolX x Y), 
上 回调 叉 积 : H?(X) x HY) 一 =。 HP?+ta(X xY), 


上 下 同调 的 斜 积 : Ho(Y) x 本 Ho(X xY) 一 > H,(X). 


82 胞 腔 上 同调 中 的 上 积 与 卡 积 


本 节 的 目的 是 在 胞 腔 同调 论 里 讲 乘法 (上 积 与 卡 积 ), 下 一 节 则 
将 在 奇异 同调 论 里 讲 ， 两 种 讲法 各 有 特色 ， 相 辅 相 成 ， 后 者 在 代数 
上 比较 简捷 ， 前 者 则 更 富 于 哲理 和 几何 直观 . 

以 A: 环 一 XxXZP (zcZ) 记 胞 腔 复 形 X 的 对 角 线 映射 . 
它 所 诱导 的 下 同调 同 态 A : HH.(X) 一 HH(X xX) 和 上 同调 同 态 
人 A* : HH*(X x 义 ) 一 HH*(X), 和 胞 腔 同调 的 叉 积 与 斜 积 结合 起 来 ， 分 
别 得 出 同调 水 平 上 的 上 积 与 卡 积 , 使 X 的 上 同调 成 为 一 个 环 ， 使 下 
同调 成 为 上 同调 环 的 一 个 模 . 

这 里 有 两 点 值得 注意 .首先 ， 尺 管 同调 更 贴近 几何 形象 ， 上 同 
调 却 在 拓扑 学 中 更 有 用 ， 主 要 原因 就 是 有 上 积 ， 使 上 同调 构成 环 ， 
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有 更 丰富 的 代数 结构 从 而 携带 更 多 的 信息 ， 究 其 根源 ， 在 于 上 同调 
是 反 变 函 子 ， 对 角 线 同 态 A* 与 上 同调 又 积 能 够 衔接 ， 形 成 双 线 性 
的 乘法 . 下 同调 由 于 是 协 变 的 ， 对 角 线 同 态 A 与 下 同调 又 积 就 不 
能 相 接 ， 反 变 的 有 时 比 协 变 的 好 用 ， 这 是 一 个 范例 . 

其 次 ,由 于 A 不 是 胞 腔 喘 射 ， 我 们 只 能 在 胞 腔 同 调 的 水 平 上 引 
进 上 积 与 卡 积 ， 如 果 想 要 在 胞 腔 链 的 水 平 上 引进 上 积 与 卡 积 ， 必 须 
借助 于 A 的 胞 腔 双 近 ， 由 于 Alexander 和 Whitney 对 于 有 序 单纯 复 
形 找到 了 A 的 一 个 好 用 的 胞 腔 副 近 , 才 打 开 了 定义 奇异 链 的 上 积 与 
卡 积 的 思路 ， 


2.1 上 积 


设 X 是 胞 腔 复 形 . 以 A:X 一 XxXzm(zzZ) 记 X 的 对 角 
线 映射 . 人 诱导 下 同调 同 态 A; : H,(X) 一 HH.(X x XX) 和 上 同调 同 
态 A*:H*(X x X)— H*(X). 
定义 2.1 下面 的 交换 图 表 定 义 了 一 个 双 线 性 运算 H?(X) x 
HI(X) 一 H?t+4(X), 称 为 XX 的 上 同调 的 上 积 : 
H?(X) x HI(X) — HP?r+ta(X) 


| 
| 


HP?+ta(X x X) -A Hr+a(X). 


如 果 用 上 链 来 描写 ,就 要 先 取 对 角 线 映射 A :XX 一 关 xXX 的 一 
个 胞 腔 逼 近 入 :X 一 XxX. 对 于 aeZ2p(X) 与 ge2o(X), 有 


四 一 加 =[A#(a x 有 )]. 


定理 2.1 上 积 的 基本 性 质 : 
(1) 结合 性 对 于 任意 €1, €2,€3 E H*(X), 有 


( — 6&2)— 6 = ~— (~— é). 
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(2) 有 单位 以 。= ex e Co?(X) 记 在 XX 的 每 个 0 维 胞 腔 上 取 
值 都 是 1 的 胞 腔 上 链 ， 它 是 上 闭 链 ， 因 而 也 是 上 同调 类 ， 我 们 写成 
ce € 20(X) = HW(X). 它 是 上 积 的 单位 ， 即 


ce 一 上 = 上 = 上 一 6 对 于 任意 & € H*(X). 


(3) 自然 性 ”映射 保持 上 积 ， 也 保持 单位 . 在 映射 让 : X 一 了 
下 ， 对 于 任意 h,m2 E H*(Y), 有 


fm ©— m2) = (fm) — (fF*m), 广 (er) = ex. 
(4) 交换 性 ”对 于 任意 & € H?(X), ce 万 9(X)) 有 
1 — 6 =(-1)"é —&. 


证 明 结合 性 与 自然 性 容易 从 上 同调 又 积 的 相应 性 质证 得 . 
有 单位 : 利用 常 值 映射 const : X 一 pt, 我 们 有 交换 图 表 


H?(X) x 万 0(X) 一 一 H?(X x X) -全 H?(X) 


| ce| | (id x const)” | 


H?(X)x Hpt)——~ H?(X) =—— H?(X) 


左下 角 的 元 素 (é, ept ) 映 到 右上 角 成 为 《 一 ex， 但 是 从 定义 容易 
算出 下 面 那 行 的 叉 积 ， & x ept = &， 事实 上 ， 在 上 链 的 水 平 就 有 
a x ept = Qa, 对 任意 上 链 a es C*(X) 都 成 立 ， 这 就 证 明了 第 二 个 等 
号 ， 第 一 个 等 号 的 证 明 是 类 似 的 ， 
交换 性 : 设 如 开 x 玉 一 和 xX (wu) 局 (v,w) 是 交换 两 个 因子 
的 映射 我 们 有 
1 —é = A(t x é2) 上 积 的 定义 2.1 
= A*t*(&1 x &€2) 因为 A=toA 
= (—1)lt:llé2lA*(é x &1) 第 三 章 命题 4.9 
三 (—1)lS llé2le, 一 和 上 积 的 定义 2.1. 
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用 交换 图 表 来 表示 : 


H?(X) x HI(X) 天 =。 H?+ta(X x X) SH?r+d(X) 


(-D™ 换 位 6 
HI(X) x Hr?(X) —» Ht?(X x X) -全 Hrta(X) OO 
2.2 卡 积 
定义 2.2 下 面 的 交换 图 表 定 义 了 一 个 双 线 性 运算 
HI(X) x Hyro(X) -全 H,(X), 


称 为 X 的 上 下 同调 的 卡 积 : 
HX) x Hy,ra(X) 一 -~ p(X) 
| | 
Fa(X) x HX x X)— H,(X). 
如 果 用 链 来 描写 ， 也 要 先 取 对 角 线 映射 A :XX 一 XxXX 的 一 个 
胞 腔 副 近 人 :一 和 x 六. 对 于 Be ZI(X) 与 a€ Zpra(X), 有 
(6] ~ [a] = [A\A#(o)]. 


定理 2.2 卡 积 的 基本 性 质 : 
(1) 结合 性 ”对 于 任意 &€E H*(X), tf2 € H*(X), z € H,(X), 有 


(1 — 6)~7=6 ~ (6 ~ 7). 
(2) 对 偶 性 ”对 于 任意 &1€ H*(X), 2 € H*(X), Zz € HH(X), 有 
(全 一 名 ,7) = (€1,é2 ~ 2). 
(3) 有 单位 上 积 的 单位 ee H°(X) 也 是 卡 积 的 单位 ， 即 
e 一 0=Z， 对 于 任意 ze H,(X). 


156 ”第 四 章 乘积 


(4) 自然 性 设 f :X 一 Y 是 映射 对 于 任意 7€ H*(Y), ze 
H,(X), 有 
fr((f°7) ~ 2)=7 ~ (fr7). 


证 明 留 给 读者 . 
2.3 闭 单 形 的 棱柱 剖 分 


对 于 有 序 单 纯 复 形 K, Alexander 与 Whitney 找到 了 一 种 巧妙 的 
办 法 ， 构 作出 对 角 线 映射 A : 玉 一 Kx 的 一 个 好 的 胞 腔 有 逼近 A' : 
天 一 五 x 五 . 利用 这 个 胞 腔 逼 近 ， 就 能 按照 定义 2.1 与 2.2 中 指出 的 
方式 来 定义 链 的 水 平 上 的 上 积 与 卡 积 

现在 来 介绍 Alexander 与 Whitney y 所 J 做 法 . 

没 5= 束 是 nn 维 闭 单 形 ， 其 顶点 已 排 好 了 顺序 a0,…,an. 我 
们 米 把 | 如 | 齐 分 成 由 楼 柱状 胞 腔 组 成 的 胞 腔 复 形 . 对 于 0<p<n,， 
以 p35 记 a0,…,ap 所 张 成 的 闭 单 形 ， 称 为 5 的 前 p 维 面 ， 以 了 ~ 记 
Qap;… ,Qan 所 张 成 的 闭 单 形 ， 称 为 3 的 后 n 一 p 维 面 . 

首先 把 顶点 w 改 记 作 aa， 并 以 ai 记 棱 uiiaij 的 中 点 ， 0 < 
i <J < n, 它们 是 新 添 的 项 点， 如 图 4.2，(p 二 1)(g 十 1) 个 顶点 
{ai 1i=io0,… ,ip, j= jo,… ,jg} 张 起 | 丈 | 的 一 个 棱柱 状 的 p+4 维 


Q00 


图 4.2 楼 柱 剖 分 
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凸 胞 腔 , 我 们 把 满足 条 件 i < … < 记 < jo <… < ja 的 这 种 胞 腔 
放 在 一 起 ， 记 作 P(5"). 下 面 的 命题 说 明 P( 束 ) 是 | 下 | 的 一 个 胞 腔 剖 
分 ， 称 为 | 下 | 的 棱柱 剖 分 . 注意 ， 这 个 训 分 是 依赖 于 器 的 顶点 顺序 
的 . 

命题 2.3 存在 一 个 胞 腔 映 射 A': 名 一 束 X 下 ， 把 | 好 | 同 胚 地 
映 成 U |p 引 x |5n_pl. Pl(s") 恰好 是 胞 腔 复 形 U p53 X Sn—p 在 A' 下 

p= p= 
的 原 像 . 

胞 腔 链 映射 A : Cu(am) 一 C.(57 x 如 满足 


Ag#(s") = pe X Sh=p: 


p=0 
证 明 ”| 引 中 的 点 可 以 用 重心 坐标 写成 x = 二 Oe 
2 zi 二 1. 它 可 以 唯一 的 方式 写成 


nn pi p 1 
> via: = 》 Wai 二 7 Sili, 
2 


i=0 i=p 


其 中 Vw 之 0, 总，Va 之 0, 总 刀 == 也 就 是 说 成 El 引 可 
i=p 
以 唯一 的 方式 写成 z= ,ye lp 下 ze |5-pl. (确定 bp 的 原则 : 
w= < 1 5 1 
定义 映射 A': | 辐 一 | 引 x | 下 如 下 : 


全 1 十 名 pd 一 
A'(z) = (y, z), 当 7z = 之 一， VE |p5l, 2 € |5n-pl. 


不 难看 出 A' 是 连续 的 ， 是 修 入 ， 并 且 是 个 胞 腔 映射 吏 一 如 x 可， 
把 5 映 成 胞 腔 子 复 形 山 p3 X Bn_p: 

显然 A'(aij) = a ), 而 且 A' 恰好 是 P( 缠 ) 与 地 过 
间 的 同 构 . 
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考察 各 胞 腔 的 定向 ， 得 到 


A (Qa0 an) = 》 a0. ap) x (op an). 口 


p=0 


2.4 Alexander-Whitney 链 映射 


设 K 是 有 序 单 纯 复 形 ， 对 于 K 的 每 个 有 序 单 形 s 我 们 已 有 命 
题 2.3 中 的 胞 腔 映 射 A : 5 一 5x5. 如 果 t 是 s 的 面 ,由 于 两 者 的 
顶点 顺序 是 一 臻 的， 所 以 A' 与 A! 在 | 下 上 是 相同 的 .于 是 所 有 这 
些 A' 能 够 拼 成 一 个 胞 腔 映 射 A' :天 一 开 x 五 . 它 把 的 每 一 个 闭 
单 形 "| 同 胚 地 映 成 【pl x -中 

命题 2.4 胞 腔 了 映射 A': K 一 KK x K 是 对 角 线 映射 A :KK 一 
KK x 到 的 胞 腔 拓 近 ， 其 链 映 射 A : C,(K) 一 C,(K x 五 ) 称 为 有 序 
单纯 复 形 K 的 Alexander-Whitney 链 映 射 , 记 作 AW : C,(K) 一 
Cs(K x KK), 表达 式 是 

AW(s") = A%(s") = 》 ps x sn-p， 对 于 天 的 每 个 有 序 单 形 sn". 
p=0 

证 明 根据 命题 2.3, 对 于 每 一 点 ze | 引 , A'(z) 与 对 角 线 上 的 点 
(zx,7) 同 在 凸 集 | 引 x | 引 中 ， 可 用 直线 段 相 连 . 因 此 A' 与 对 角 线 映 
射 同 伦 ，A’ 之 A :KK 一 KxK. 这 说 明 A’ 是 A:K 一 KxK 的 胞 
腔 逼 近 ， 其 链 映射 的 表达 式 也 来 自命 题 2.3. 口 

根据 定义 2.1 与 2.2, 如 果 想 要 在 链 的 水 平 上 定义 上 积 和 卡 积 ， 
我 们 应 该 采取 


av 一 B:=A'#laxD)， 8 一 5:=BNA4(5)， 


下 面 的 命题 告诉 我 们 ， 在 有 序 单纯 复 形 上 我 们 应 该 怎么 做 . 
命题 2.5 设 K 是 有 序 单纯 复 形 . 设 ce C?(K), 6 es C4(K) 是 
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单纯 上 链 ， s 是 p+g 维 有 序 单 形 ， 则 我 们 应 该 规定 
(a —B,s) := (A#(a x Bb),s) = (a x B, AW(s)) = (a, ps) : (8, sq). 


有 一 5:=BNAA(s) = PB\AW(s) = (6B, sq) ps， 口 


83 奇异 上 同调 中 的 乘法 


现在 我 们 讨论 奇异 同调 ， 我 们 先 定 义 奇异 上 链 的 上 积 、 奇 异 上 
链 与 下 链 的 卡 积 , 然后 讨论 上 同调 的 上 积 、 上 下 同调 的 卡 积 的 性 质 . 
最 后 ， 为 了 实际 计算 而 引进 准 单 纯 复 形 的 概念 . 

3.1 奇异 上 链 的 上 积 与 卡 积 

定义 3.1 设 c:An 一 并 是 拓扑 空间 和 中 的 半 维 奇异 单 形 . 
对 于 0<pzn, 以 po 记 奇 异 单 形 ce (eo…ep) : Ap 一 六, 称 为 o 的 
前 pb 维 面 ; 以 ow_y 记 奇 异 单 形 oo (ep…en) : An-p 一 六, 称 为 o 的 
后 n 一 p 维 面 . 

定义 3.2 设 针 是 拓扑 空间 . 设 ae 5S?(X), BE SI(X) 是 基 的 
奇异 上 链 ， 定义 它们 的 上 积 a 一 6 e 5?+4(X) 为 如 下 的 奇异 上 链 ， 
它 在 p+g 维 奇异 单 形 c 上 的 值 是 

(a 一 Do) 一 (ao (eo ep)) (B,o 0 (ep ……ep+d))， 
或 者 说 
(a Gd B,o) 三 (Q, pa) (8, 0g). 
这 样 得 到 一 个 双 线 性 的 上 积 运算 5?(X) x S49(X) 一 S?+4(X). 
命题 3.1 对 于 ae 5S?(X), 6€ 539(X) 上 积 的 上 边缘 公式 是 
a 一 由 = (ba) 一 8+(-Dza 一 (50)， 


因而 上 链 的 上 积 诱 导出 上 同调 的 上 积 
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H?(X) x HI(X) —» HP?rta(X). 


证 明 计算 这 个 上 边缘 在 p+q++1 维 奇 异 单 形 o: Ap+r+l 一 XX 
上 的 值 : 


(6(a — Pb),0) = (a — B,00) 


2 十 9 十 1 
= > (—1)'(a — b,coo(e0.G .eprgt1)) 
i=0 
了 十 1 | 
= > (-l)i(a,oo(e0.*@...ep+1))(B,o o (ept1: epteHli)) 
i=0 


p+gt+1 
> (~1)' (Qa,o 0 (eo**e€p))(B,o o (ep***G':: Eprgt+1)) 


i=p 
=(0,0p+10)(B, 0g) + (—1)? (a, po)(B, Oog+1) 
= (ga p+10)(B,0g) + (—1)?(a,p0)(66, og+1) 
=((60) — 8+(-1)?a ~— (68),0). 
因此 得 上 边缘 公式 . 
第 二 个 结论 是 上 边缘 公式 的 直接 推论 ， 因 为 从 上 边缘 公式 易 见 
ZP(X) x ZA(X) — Zr+a(X), 
B?(X) x 24(X) 一 > B?r+(X), 
ZP(X) x Be(X) — Br+1(X). 
由 于 上 积 是 双 线 性 的 ， 我 们 可 以 过 渡 到 上 同调 群 去 ， 定 义 
H?(X) x HI(X) —» HP?+ta(X), 
[dj—[I6:=[a—8, Vae2?(X), Be ZA(X). 口 


定义 3.3 设 和 是 拓扑 空间 . 设 8e S?(X) 是 和 的 奇异 上 链 ， 
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0 是 和 的 p+9d 维 奇异 单 形 ， 定义 它们 的 卡 积 9 一 ceSo(X) 为 
B~o= (B00(ep'epta)) co(eo…ep) 即 b ~o= (8,0¢):po. 


这 样 得 到 一 个 双 线 性 的 卡 积 运 算 54(X) x Spra(X) 一 Sp(X). 
命题 3.2 对 于 Be 59(X),p+9 维 奇异 单 形 c : Ap+e 一 XX, 卡 
积 的 边缘 公式 是 
8(6 一 加 = (-l)p(58) 一 c+8 一 (8c). 
因而 上 下 链 的 卡 积 诱导 出 上 下 同调 的 卡 积 


Fe(X) x Hptra(X) 一 > Ho(X). 


证 明 直接 计算 
p+gq | 
太一 = 2,(-D)'p~ 0o(eo…… 人 cp+g) 
i=0 
? 
= 》 `(-1)ib,oo (ep :eptg))co(eo… 祭 ep) 

i=0 
p+q 

+ 5, (-l)'(B,o o(ep-1:*:Bi.ep+g))o o (eo .ep-1) 
i=p—1 


=0(B,0g) po + (—1)?-(8, 00q) p-10 
=0(6 ~0)+(-1)? (66) ~o. 
因此 得 边缘 公式 ， 第 二 个 结论 是 边缘 公式 的 直接 推论 ，. 口 
链 的 水 平 的 上 积 与 卡 积 有 很 好 的 性 质 . 下 面 两 个 定理 都 能 从 定 
义 3.2 和 3.3 直接 验证 . 
定理 3.3 上 链 的 虐 积 的 基本 性 质 . 设 X 是 拓扑 空间 . 
(1) 结合 性 对 于 任意 qi,a2,aQs ES*(X) 有 


(al 一 ao) 一 as=al 一 (aa 一 as). 
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(2) 有 单位 以 6=ex€ 5S%(X) 记 在 XX 的 每 个 点 上 取 值 都 是 1 
的 0 维 奇异 上 链 ， 这 个 ee 50(X) 是 上 链 上 积 的 单位 ， 即 


ea=aw=aw 一 6 对 于 任意 a € 9*(X)， 
(3) 自然 性 设 f:X 一 Y 是 映射 , 对 于 任意 61,62 eS*(Y) 有 
f#(B1 一 Do) = (f#B1) — (f#p6,), 


并 且 f#(ey) = ex. 口 
定理 3.4 链 的 卡 积 的 基本 性 质 . 设 X 是 拓扑 空间 . 
(1) 结合 性 ”对 于 任意 al e S*(X), ao € S*(X), cE S,(X), 有 


(aa — a2) ~ ec=a ~ (02 ~o). 
(2) 对 偶 性 对 于 任意 al € 5S*(X), a2 € 5*(X), cE 5S:(X), 有 
(aa — a2,0) = (a1,02 ~ oO). 
(3) 有 单位 上 积 的 单位 ee 5°(X) 也 是 卡 积 的 单位 ， 即 
ce 一 c=c， 对 于 任意 ce 5,(X). 


(4) 自然 性 设 f :XX 一 Y 是 映射 对 于 任意 6 € 5S*(Y), ce 
Ss(X), 有 
B~(f#c) = fy((f#6) ~ o). 口 
卡 积 的 自然 性 从 公式 看 似乎 很 别 扫 ， 用 交换 图 表 来 表达 却 的 确 
很 自然 : 
SA(Y) x Spra(Y) 一 一 Sp(Y) 


"| o | 


SI(X) x Spra(X) 一 ~ Sp(Y) 
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3.2 在 上 同调 的 水 平 上 ， 上 积 与 卡 积 的 基本 性 质 


从 定理 3.3 与 3.4 立即 得 到 在 同调 的 水 平 上 ， 上 积 与 卡 积 的 基 
本 性 质 . 

定理 3.5 上 积 的 基本 性 质 . 设 X 是 拓扑 空间 . 

(1) 结合 性 对 于 任意 6 人 ,人 e H*(XX), 有 


(2) 有 单位 ee 瑟 "(X) 是 上 积 的 单位 . 对 于 任意 5 召 *(X), 有 
cet. 
(3) 自然 性 设 :XX 一 Y 是 映射 对 于 任意 1,mwE H*(Y), 有 
fr(m — mh) = (f*m) — (f*m), 


并 且 fr*(ey) = ex. 
定理 3.6 卡 积 的 基本 性 质 . 设 和 是 拓扑 空间 . 
(1) 结合 性 ”对 于 任意 Ge H*(X), fo € H*(X), x EH.(X), 有 


(§1 —é6)~7=& ~ (6 ~ 2). 
(2) 对 偶 性 ”对 于 任意 & € H*(X), fz € H*(X), z €E HH.(X), 有 
(全 — é2,7) = (人 ~ 7). 
(3) 有 单位 上 积 的 单位 ee Ho?(X) 也 是 卡 积 的 单位 ， 即 
ec 一 =z， 对 于 任意 ze H,(X). 


(4) 自然 性 ” 设 f : X 一 Y 是 映射 . 对 于 任意 7 e H*(Y)， 
Zz E Hs(X), 有 


有 一 (jz)= fr((f°n) ~ 7). 
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3.3 分 次 环 与 分 次 模 ， 上 同调 环 与 下 同调 模 


回顾 第 一 章 第 2 节 中 的 概念 : 分 次 群 Gy = {G4 | 4 € 2} 是 一 
个 Abel 群 序列 ; 分 次 群 的 同 态 办 : G* 一 G4 是 指 一 个 同 态 序 列 
{ : Ga 一 G4}. 这 个 概念 可 以 推广 到 环 与 模 . 

定义 3.4 一 个 分 次 环 R, = {Ra | 4 € 2Z} 是 指 RE 是 一 个 分 次 
群 ， 并 且 有 一 系列 的 双 线 性 乘法 MHp,q ， Ry Xx Ra 二 Rp+a, Vp,g E Z, 
满足 以 下 公理 (jpia (Css; Ba) 简 记 作 Qp 及 

(1) 结合 律 ” 对 于 任意 的 ae R, BE Ra, YE RR, 有 

(a 6).7= a (BY). 
(2) 有 单位 存在 单位 元 1 e Ro, 使 得 对 于 任意 的 ws Rp, 有 
l:a=a:l1=a. 

分 次 环 Rs = {Re | 9 € 2Z} 称 为 是 交换 的 , 如 果 对 于 任意 的 

QE Rp, BE Ra, 有 
Qa .有 =( 一 1)220.aw. 
分 次 环 的 同 态 办 : R. 一 RR 是 指 一 个 分 次 群 同 态 {64 : Rs 一 
(1) 保持 乘法 “对 于 任意 的 aeBR,6eR, 有 
gp+a(a 8) = go(a) $a(B). 

(2) 保持 单位 (1lR.) = lg. 

以 {分 次 环 ， 同 态 } 表示 由 分 次 环 及 其 同 态 组 成 的 范畴 . 

定义 3.5 设 R= {Rs | 4 € 2} 是 一 个 分 次 环 ， RR 上 的 一 
个 分 次 模 Ms = {M4 | 4 es 2Z} 是 指 Ms 是 一 个 分 次 群 ， 并 且 有 一 系 
列 的 双 线性 乘法 op,a : Ro x Ma 一 Mp+tw Vp,q € 2 满足 以 下 公理 
(cpe(an,ze) 简 记 作 apzo): 
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(1) 结合 律 ” 对 于 任意 的 ae Ry, 8 € Rao, ZE Mi, 有 
(a: PB)z = a(Bz). 
(2) 单位 律 ” 对 于 单位 元 1 € Ro 和 任意 的 ze Ma, 有 
1% em, 


R. 上 分 次 模 的 同 态 六 : M, 一 MI 是 指 一 个 分 次 群 同 态 {fo : 

Ma 一 M1/}, 它 保 持 乘 法 ， 对 于 任意 的 a € Bp, z € My, 有 
He(az) = afal7). 

利用 这 些 概 念 ， 我 们 说 奇异 上 链 复 形 5*(X) 在 上 积 运算 下 成 为 
一 个 分 次 环 ， 奇异 链 复 形 S,(X) 在 卡 积 运算 下 成 为 上 链 环 5*(X) 上 
的 一 个 分 次 模 . (指标 规则 是 把 54(K) 看 成 Ro, 把 So(K) 看 成 Ma.) 
过 渡 到 上 同调 ， 我 们 将 证 明 上 同调 的 上 积 还 是 交换 的 . 于 是 可 以 把 
上 上 积 与 卡 积 的 性 质 概括 成 下 面 的 定理 . 

定理 3.7 设 和 是 拓扑 空间 . 上 同调 群 H*(X) 在 上 积 运算 下 
成 为 一 个 交换 的 分 次 环 ， 称 为 X 的 上 同调 环 . 映射 / :XX 一 了 诱导 
上 同调 环 的 同 态 f* : H*(Y) 一 H*(X). 

下 同调 群 五 .(X) 在 卡 积 运算 下 成 为 上 同调 环 H*(X) 上 的 一 个 
分 次 模 ， 这 个 模 结构 是 自然 的 ， 在 连续 映射 下 得 以 保持 ， 口 


3.4 上 同调 环 的 交换 性 


上 同调 环 是 交换 的 分 次 环 ， 也 就 是 说 ， 我 们 有 
定理 3.8 对 于 任意 &€ H?(X), mnE Ha4(X), 有 


€—7=(-1)"n—é. 口 


上 积 的 交换 性 在 胞 用 同调 中 容易 证 明 ， 见 定理 2.1 的 (4). 在 奇 
异同 调 中 却 要 费 些 力气 ， 通 常 是 用 “ 零 调 模型 ”的 代数 技巧 ， 读 者 
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不 难 在 参考 书 中 找到 ， 这 里 我 们 为 有 兴趣 的 读者 提供 一 个 直接 的 证 
明 . y 

先 说 说 怎样 在 奇异 单 形 中 改变 顶点 顺序 .对 于 奇异 单 形 o : Ag 一 
天, 考虑 奇异 单 形 oo (eg…eo0) : Ay 一 X, 含义 是 把 o 的 顶点 顺序 
颠倒 过 来 ， 颠 倒 对 于 单 形 定向 的 影响 是 ev := (-1) “人 定义 同 态 
p:Sa(X)— So(X) 为 p(0) := eg0 0 (eq:**e0). 

引 理 3.9 p:5,(X) 一 5S.(X) 是 链 映射 ， 并 且 有 链 同 伦 ps id : 
S,(X) — 5,(X) 

证 明 首先 验证 p 是 链 喘 射 ， 对 于 v 维 奇异 单 形 o : Av 一 闵 ， 


9 
Op(o) = 6q > (-lio O (eg a ‘Cgi 5 e0) 
i=0 


a 
=(-1)eg1) (-l1)ioo (e6160) = (-1)p0(0), 
i=0 
因为 ed 一 (一 1)2eo-1. 
为 了 构造 链 同 伦 , 我 们 模仿 同 伦 不 变性 第 一 章 定理 3.8 的 证 明 . 
先 对 标准 单 形 A, 上 的 线性 奇异 单 形 (eo.…eg) 做 些 准备 ， 定义 As 
上 的 +1 维 奇 异 链 


Pleo:::eg) := (~l)ieg-i(eo “Ci€g Ci). 
i=0 
注意 后 半 段 的 顺序 是 反 的 ， 添 了 个 矫正 因子 eo-i. 计算 
OP(eo 和 ‘€gq) =0) (~l)ieg-i(eo "CC ei) 


i=0 


= 》 (—1)i(-1)iegi(eo..*@ .eieq:::ei) 


jzi 
+ 2,(-1)'(—1)'+ltaTieg_i(eo...eieq: .6 ei), 
ji 
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Paleo.….ev) = > (~-1)iP(eo:…@ .eg) 
j=0 
= DS (-1)i(-l)iegi1-i(eoeieq.*@ "ei) 


i<j 


+ D1 (lei(e0.@ eic.). 
《> 了 


两 式 相 加 , 由 于 (一 1)1+47ieg_ i 十 (一 1)?tieg_1-i = 0, 所 有 i 关 j 的 项 都 
消 掉 了 . 对 于 每 个 大 = 1,…,g, 求 和 式 中 的 i= j= 上 项 与 求 和 式 
jt 


立 中 的 ;= 了 = 一 1 项 也 正好 相 消 , 因为 ee 二 (Der-et = 

IJ21 

所 以 只 剩 下 前 者 的 i= j= 0 项 与 后 者 的 ?=J=4 项 ， 即 
OP(eo...eq) + PO(eo.*eg) = él(eq'**€0) 一 (eo……eg)， 


现在 定义 同 态 已 : Ss(X) 一 Sri(X) 如 下 对 于 奇异 单 形 o : 
Ay 一 左 , 规定 
Pl(o) := a#P(eo…eo) = >》 (-1)ieo-ic o (eo……eiedg……ci). 
i=0 
从 上 面 的 计算 我 们 得 知 
OP(o)+ PO(o) = po) 一 


所 以 P 是 联结 p 与 id 的 链 同 伦 . 一 
定理 3.8 的 证 明 以 p# : 5S*(X) 一 5*(X) 表示 链 映射 p : 
5S,(X) 一 39.(X) 所 产生 的 上 链 映 射 ， 则 对 于 上 链 ae 5?(X), 8 € 
S4(X) 有 
p#(a — PB)=(-1)"p#(B) — p#(a), 
因为 对 于 任意 的 p+g 维 奇异 单 形 c 有 


(p#(a — Bb),0) = (a — Bb,p(o)) 
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= ep+dktQa oo (ep+o eg)) (B,0 0 (eg:e0)) 
= cp+aEcpea(Q p(0p)) : (8, p(a0)) 

= (—1)?(p#(6), (aa))  (p# (a), op) 

= (-1)™(p#(8) — p#(a), o). 


过 渡 到 上 同调 去 ， 由 于 p = id 所 以 p* = id. 于 是 对 于 上 同调 类 
[a] € H?(X), [ge Hi(X) 有 [a] — [6] = (-1)”[8] — [al. 口 


3.5 准 单纯 复 形 中 的 上 积 与 卡 积 


为 了 上 同调 环 的 实际 计算 ， 我们 引进 准 单纯 复 形 的 概念 ， ( 文 
献 [12] 中 称 为 pseudodissection, [11] 中 称 为 A-complex.) 请 读者 回顾 
一 下 胞 腔 复 形 的 第 三 章 定 义 1.2, 其 中 的 实心 球 D” 可 以 用 标准 单 形 
An 来 代 伺 . 我 们 还 将 使 用 第 一 章 中 用 过 的 线性 单 形 的 记号 ( 见 该 章 
例 3.1). 

定义 3.6 胞 腔 复 形 K 称 为 一 个 准 单纯 复 形 , 如 果 

(1) 其 每 个 胞 腔 都 已 指定 了 一 个 特征 映射 c : An 一 K, 称 为 代 
表 该 胞 腔 的 准 单 形 . 注意 , 准 单 形 与 奇异 单 形 一 样 ,其 实 是 个 映射 ; 
准 单 形 是 个 特定 的 奇异 单 形 . 

(2) 对 于 每 个 n 维 准 单 形 o : An 一 KK 以 及 每 个 整数 0<i<n,， 
奇异 单 形 oo (eo0……en) : An-1 一 都 是 K 中 的 mn 一 1 维 准 单 
形 . 

于 是 ， 如 果 o 是 n 维 准 单 形 ，0 < io < <…<is<n 则 
oo (eioe'…eis) 是 KK 中 的 g 维 准 单 形 ， 所 以 我 们 可 以 谈论 准 单 形 
0o 的 前 pb 维 面 po 和 后 n 一 p 维 面 on_yp. 

例如 ， 每 个 有 序 单纯 复 形 K 自然 是 个 准 单纯 复 形 . 注意 ， 同 一 
个 单纯 复 形 上 如 果 取 两 个 不 同 的 序 ， 应 该 看 成 两 个 不 同 的 准 单纯 复 
形 . 每 个 1 维 胞 腔 复 形 任意 指定 一 组 代表 映射 都 能 成 为 准 单纯 复 形 . 

既然 K 的 准 单 形 同 时 也 是 K 的 奇异 单 形 ， 以 准 单 形 为 基 的 胞 
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腔 链 复 形 C,(K) 自然 地 是 奇异 链 复 形 5S,(K) 的 子 链 复 形 ， 和 第 三 
章 命题 3.14 中 一 样 ， 含 入 链 映 射 0 : C0,(K) 一 5,(K) 所 诱导 的 同调 
同 态 与 上 同调 同 态 恰好 就 是 第 三 章 定理 3.1 与 3.10 中 的 标准 同 构 
©:H,(C.(K)) EH,(S(K)) 与 0*:H*(S*(K)) SH*(C*(K)). 

我 们 可 以 用 定义 3.2 和 3.3 中 同样 的 公式 来 定义 准 单纯 链 的 上 
积 和 卡 积 . 

定义 3.7 设 太 是 准 单纯 复 形 . 设 ae Cr?(K), ge Ce( 开 ) 是 开 
的 准 单纯 上 链 , o 是 下 的 ptg 维 准 单 形 . 定义 上 积 a 一 Be C?14(K) 
为 如 下 的 准 单纯 上 链 ， 它 在 p 二 +g 维 准 单 形 o 上 的 值 是 

(a 一 Ba) = (apa) (8,0q). 
这 样 得 到 一 个 双 线 性 的 上 积 运算 C?(K) x C%(K) 一 C?14(K). 

定义 卡 积 8 一 ce Cp(K) 为 

B~o= (B,0g).po. 
这 样 得 到 一 个 双 线 性 的 卡 积 运 算 C?(K) x Cp+a(K) 一 Cp(K). 

这 样 定义 的 准 单纯 链 的 上 积 和 卡 积 , 显然 具有 命题 3.1 与 3.2 的 
边缘 公式 ， 以 及 定理 3.3 与 3.4 所 说 的 性 质 . (自然 性 除外 ， 因 为 映 
射 不 一 定 保持 准 单纯 结构 . ) 所 以 在 同调 的 水 平 上 ， 在 标准 同 构 6* 
与 9 之 下 , 用 准 单纯 链 计 算 的 上 积 和 卡 积 与 用 奇异 链 定 义 的 上 积 和 


卡 积 是 一 致 的 . 
例 3.1 取 环 面 72 的 一 个 准 单纯 剖 分 如 图 4.3. 有 1 个 0 维 


图 4.3 环 面 的 准 单纯 前 分 
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准 单 形 {v}, 3 个 1 维 准 单 形 {0,b,c}, 2 个 2 维 准 单 形 {t1,t2}, 它们 
构成 链 复 形 C,(T?) 的 基 ， 上 链 复 形 C*(T?) 中 的 对 偶 基 记 作 {v*}， 
{on 

其 同调 群 和 上 同调 群 的 一 对 对 偶 基 : 


Ho(T?) 的 基 {[w]]} Ho(T?) 的 基 {e} 
€ = 
到 (7T?) 的 基 {[a], [0]} 下 (72) 的 基 {[al], [8]} 
Q=a*+c* 
6 一 br 十 cx 
H2(T?) 的 基 {[z2]} 五 2(72) 的 基 {[4]} 
2 一 刀 一 如 (SE 
链 的 上 积 和 卡 积 的 计算 ; 
a—a=0, a— B= 在 =6, 
Qa~ z= —b, BB~z2=a. 


由 此 得 到 环 面 7T? 的 1 维 上 同调 类 的 上 积 和 卡 积 : 


四 一 网 =- 园 一 四 = 图 四 一 四 = 加 一 加 = 
la] ~ [lz2] = —), [8] ~ [lz2] = [el. 


习题 3.1 试 计算 实 射 影 平面 和 Klein 瓶 的 G。 系数 的 上 同调 
环 . 

习题 3.2” 试 计算 实 射影 平面 和 Klein 瓶 的 整数 系数 的 上 同调 
环 . 

习题 3.3 试 证 明 7? 与 S2V 51V 31 不 同 伦 等 价 . 

例 3.2 取 双 环 面 FB 的 一 个 准 单纯 剖 分 如 图 4.4. 有 2 个 0 维 
准 单 形 {v,w}, 12 个 1 维 准 单 形 {41,b1, 42,52,c1,…,cs}, 8 个 2 维 准 
单 形 {1,…,ts}, 它们 构成 链 复 形 C,( 羽 ) 的 基 ， 上 链 复 形 C*(E) 中 
的 对 侦 基 儿 分 别 记 作 {v* i {oi bt, a3, b3, ci * ,C8}, {好 ， ,8}. 
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sy 


“A 


和 
< 
J) 


图 4.4 双环 面 的 准 单纯 剖 分 
其 同调 群 和 上 同调 群 都 是 有 限 生 成 的 自由 Abel 群 , 下 面 是 一 对 
对 偶 基 : 
Ho( 局 ) 的 基 {[vo]} HW( 瑟 ) 的 基 {e} 
€=V* 二 ww* 
本 ( 羽 ) 的 基 {[@i], [bi], [a2], [562]} HI( 羽 ) 的 基 {ai], [61], [a2], [62]} 
Ql 二 Qf 十 2 十 3 
1 一 好 十 C3 十 (人 
Q2 = 二 a3 十 C6 十 C7 


= 时 十 咏 十 


H2( 避 ) 的 基 {[z2]} H?( 忆 ) 的 基 {[4]} 
22 =t1+t2—t3—t4 (2 
+ts+te—t7—ts 八 夺 人 大 一 好 玉 一 老 
链 的 乘积 的 计算 举例 : 
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Q1—Q1=0, av 一 DT= 丰 ~ 对 


al 一 妈 =c 一 0 一， 四 一 轨 =c 一 c5 王 al， 
由 此 得 到 双环 面 BE 的 1 维 上 同调 类 的 上 积 和 卡 积 ， 


[lai] — [8 =-[6] — [oy] = 6 loi] ~— [a;]= (6 — (8;] =0, 
[oa] 一 [z2] = 一 [四 ]， [oj 一 [zo] = [oi]. 


习题 3.4 试 计算 可 定向 闭 曲 面 的 上 同调 环 . 
习题 3.5 试 计算 不 可 定向 闭 曲 面 的 2Z2 系数 的 上 同调 环 . 
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4.1 实 射 影 空间 的 上 同调 环 


定理 4.1 ( 实 射影 空间 的 模 2 上 同调 环 ) 设 ¢ #0€ Hi(RP"; 2Z，)， 
则 纪 半 0. 因此 上 同调 环 


H*(RP"; Zo) Zolé]/(é"+! =0). 


证 明 我 们 来 构 作 实 射影 空间 RP" 的 一 个 准 单纯 剖 分 . 把 nn 维 
球面 5" 看 成 欧 几 里 得 空间 Rt! 中 满足 等 式 宇 zi = 1 的 点 集 ， 
它 有 个 “ 八 面体 剖 分 ”. 这 是 一 个 有 序 单 纯 放 分， 顶点 是 各 坐标 轴 上 
的 正 负 单位 点 e,e 主 ,…,e#. 参看 图 4.5. 

商 映 射 r : 5% 一 RP" 把 对 径 点 丢 合 起 来 ， 把 S* 的 上 述 有 序 
单纯 剖 分 映 成 RP" 的 一 个 准 单纯 削 分 . 对 于 0 < i < <…< 
ig < n, 我 们 记 准 单 形 afoaf: “Qi := To (efref 01), 其 中 诸 6j 
(j= 0,1,…,g) 都 是 正 负 号 ， 由 于 


00El ... ds 0 ge 
Qio il Qiv = 0 “Qi Qs 


84 实 射 影 空 间 的 上 同调 环 ，Borsuk-Ulam 定理 173 


我 们 总 可 以 取 最 后 一 个 正 负 号 为 eq = 十 . 


图 4.5 从 面 体 训 分 


对 于 每 个 维 数 4 (0 < q < n), 定义 射影 子 空间 RPY Cc RP" 中 的 
q 维 链 


ED Ue 
Zaq oo E061 时 “6Eg 一 1C0 Q1 Qa-1 Qa 
€ 


这 里 的 和 号 要 取 遍 co,e1,… ,cy_1 的 所 有 选择 ， 直 接 验 算 可 知 
2 5 当 4 是 奇数 ， 
” zi， 当 是 偶数 . 
对 于 每 个 维 数 g (0 < gq < n), 定义 4 维 上 链 6 为 


了] 当 正 负 号 €0,€1,''',€g 是 交错 的 ， 
(ba ,20f)= | 
0， 其 他 . 


Yq 


9 证明: 
容易 证 | ， (人 当 gq <n 且 是 奇数 ， 
全 


0， 其 他 ， 
并 且 只 要 p+ gn, 就 有 
(C= CH 


如 果 取 域 2Z2 做 系数 群 ， RP" 的 gq 维 上 下 同调 群 的 对 偶 基 是 
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(RP";Z2) 的 基 {[zd]} 与 ”本 (BRPn; Za) 的 基 {[cq}， 


因为 (69, zg 三 土 1. 
由 此 可 见 ， 如 果 记 £ = [Ge HI1(RP"; 22), 则 上 同调 环 


H*(RP"; 22) = 22lé]/(€"+! = 0) 


是 截断 的 多 项 式 环 . 口 
习题 4.1 计算 RP" 中 的 Zo 系数 的 卡 积 . 
思考 题 4.2 计算 RP" 的 整数 系数 上 同调 环 ， 以 及 整数 系数 的 
卡 积 . 


4.2 Borsuk-Ulam 定理 
定理 4.2 设 有 映射 f : RP™m 一 RP" 使 得 
fs #0: HI(RP™,;,Z2) — Hi(RP";Z,). 


则 mm < 7m. 


证 明 根据 以 域 为 系数 的 上 下 同调 的 对 偶 性 ， 有 
f* #0:H'(RP"; ZF2) — Hl'(RP™; 2,). 


取 0€ Hi(RP";2Z2), 则 n= f*(&) 关 0€ Hi(RP™m;2Z2). 从 定理 
41 知 m= 所 (6") 关 0, 所 以 "了 关 0E Hm(RP";2Z2). 这 说 明 m 和 <n. 
口 

定理 4.3 设 f :5™ 一 53" 是 奇 映 射 ， 即 对 任意 ze Sm 都 有 
fj-Z) = 一/z). 则 m <n. 

引 理 4.4 设 球面 5S* 上 有 联结 一 对 对 径 点 的 道路 o, 在 商 映射 
:5" 一 RP" 下 它 成 为 RP" 中 的 一 个 1 维 奇异 单 形 r#(c)， 则 
7#(0) 是 奇异 闭 链 ， 代 表 本 (RP"; 2Z2) 中 的 非 零 元 素 . 

证 明 通过 适当 的 旋转 ， 不 妨 设 o 联结 的 是 59 c 5" 的 那 两 个 
点 . 
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对 维 数 n 作 归 纳 法 . 当 n= 1 时 ，x#(o) 绕 RP! 兰 51 奇数 圈 ， 
所 以 引 理 的 结论 成 立 . 

当 n> 1 时 , 在 51C 5s" 中 取 与 c 有 相同 端点 的 道路 r. 则 
根据 归纳 假设 x#(7) 代表 古 ( 忌 P1; 2Z2) 中 的 非 零 元 素 . 由 于 含 入 映 
射 诱导 名 (RP!; 2Z2) 与 瑟 (RP"; Ga) 的 同 构 ， 所 以 在 RP" 中 看 ， 
T#(T) 也 代表 了 下 (有 尽 P"; 2Z2) 中 的 非 零 元 素 . 另 一 方面 ，c -7 是 
Ss" 中 的 1 维 奇 异 闭 链 ，n > 1, 所 以 是 边缘 链 ， 因 此 x#(o) 也 代表 
本 (RP"; 2Z2) 中 的 非 零 元 素 . 口 

定理 4.3 的 证 明 任意 取 联 结 一 对 对 径 点 的 道路 o, 它 在 f 下 
的 像 雇 (o) 也 联结 一 对 对 径 点 ， 因 此 从 引 理 知 f : (RP™; Za) 一 
Hi(RP"; 2Z2) 把 非 零 元 素 映 成 非 零 元 素 ， 然后 用 定理 4.2. 口 

推论 4.5 (Borsuk-Ulam 定理 ) 设 f :5"™m 一 R™ 是 映射 ， 则 
存在 ze Sm 使 得 f(z) = f(z). 

证 明 用 反 证 法 . 假若 不 然 ， 就 可 以 构 作 映射 

om 
显然 9(-z) = -9(z). 这 与 定理 4.3 矛盾 . 口 

推论 4.6 (m = 3 时 称 为 火腿 三 明治 定理 ) 设 R” 中 有 m 个 可 
测 集 41,…, Am. 则 存在 R” 中 的 m 一 1 维 超 平面 已 , 它 把 每 个 4; 
都 二 等 分 . 

证 明 在 R™t! 中 考虑 . 取 定 一 点 zo 4 R". 对 于 每 个 单位 向 量 
v € 95m, 通过 zo 作 垂 直 于 v 的 超 平面 ， 它 把 R™+' (因而 也 把 R") 
分 成 两 半 ，w 所 指向 的 一 侧 与 4i c R” 的 交集 的 测度 记 作 fi(w). 这 
样 我 们 得 到 一 个 映射 


f:5™ oR®, vp (fi(0),, fm(v)). 


根据 推论 4.5, 存在 "使 1(v) = f(v), 即 每 个 fi(v) = 天 (下 这 样 ， 
相应 的 超 平面 就 把 每 个 4; 都 等 分 了 . 口 
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习题 4.3 证 明 : 若 f:5" 一 5S" 是 奇 映射 则 degf 是 奇数 . 

习题 4.4 证 明 : 若 f: 5" 一 5" 是 偶 映射 ， 则 degf 是 偶数 . 

习题 4.5 ”证明 设 / : S* 一 5", degf 是 侦 数 ， 则 一 定 存在 
Ze Sm 使 得 f(-z) = f(z). 

习题 4.6 证 明 , 在 任意 指定 的 时 刻 ， 地 球 上 总 有 一 对 对 径 点 处 
的 温度 与 气压 都 相等 . 
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5.1 积 空间 的 奇异 同调 ， Eilenberg-Zilber 定理 


设 X,Y 是 拓扑 空间 .奇异 链 复 形 S.(X) 和 5,(Y) 都 是 自由 链 
复 形 .与 胞 腔 链 复 形 的 情形 不 同 ， 积 空间 的 奇异 链 复 形 5S; (X xY) 
并 非 症 奇异 链 复 形 5,(XX) 和 5,(Y) 的 张 量 积 5;(X)@ 5( 六 ). 它们 之 
间 的 关系 是 : 

定理 5.1 (Bilenberg-Zilber 定理 ) 对 于 拓扑 空间 X, Y, 存在 
自然 的 链 同 伦 等 价 

S:(X)®S(Y) 5S.(X xY). 
也 就 是 说 ， 存 在 自然 的 链 同 伦 等 价 
SXIO SY) — SK XY) Es BX) OY). 


这 里 的 自然 性 是 指 ， 对 于 映射 1 :XX 一 X' 和 9g:Y 一 Y', 有 交 
换 图 表 
S\(X)® SY) -和 SXxY) 也 5,(X)® 5.(Y) 
J# @ 9# | f# @ 9g# 


S.(X')® SY') -二 S,(X' xY') — 5,(X') ® SS,(Y'") 
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这 定理 中 的 链 同 伦 等 价 还 有 (在 链 同 伦 意义 下 的 ) 唯一 性 : 如 果 
本 人 则 还 有 链 同 伦 五 6, 多 之 WW. 因 
此 ， 以 后 不 管 是 5 还 是 ,还 是 与 它们 对 偶 的 上 链 映 射 ， 甚 至 它们 
所 诱导 的 同调 或 上 同调 回 均 ， 我 们 一 概 记 作 EZ, 称 之 为 Bilenberg- 
Zilber 链 映射 或 Bilenberg-Zilber 同 构 

Bilenberg-Zilber 定理 的 证 明 ， 通 常 采 用 “ 零 调 模型 ” (acyclic 
model) 的 代数 技巧 ， 以 充分 发 挥 函 子 、 白 然 性 这 套 语 言 的 威力 ， 而 
OR A jy 们 不 讲 了 ， 请 有 兴趣 的 读 
者 参看 文献 [16] 或 [19]. 我 们 只 写 出 一 个 常用 的 Eilenberg-Zilber 映 
射 . 

注 记 5.2 (EZ 的 构造 ) 以 pi:XxY 一 基 和 po:XxXY 一 了 分 
别 记 到 两 个 因子 空间 的 投射 ， 对 于 n 维 奇 异 单 形 o : An 一 和 xx， 
以 io 记 o 的 前 i 维 面 ，o0; 记 o 的 后 j 维 面 (参看 定义 3.1). 一 个 链 
同 伦 等 价 EZ : S,(X xY) 一 5,(X)@ 5S.(Y) 是 

EZ(c) = >》 pi#(i0)® p2#(0j). 
itj=n 

从 Eilenberg-Zilber 定理 和 定理 1.4 立即 得 到 

推论 5.3 (Kiinneth 公式 ) 设 X,Y 是 拓扑 空间 ， 并 且 H,(Y) 
是 有 限 生成 的 自由 的 分 次 群 ， 那 么 


H(XxY)=H(X)®OH(Y), (XxY)=H*(X)®H*(Y). O 


推论 5.4 (Betti 数 的 Kiinneth 公式 ) 设 X,Y 是 拓扑 空间 ， 
并 且 同 调 群 五 (X) 与 HH(Y) 都 是 有 限 生成 的 ， 那么 了 H.(X x 站 ) 也 
是 有 限 生 成 的 ， 并 且 Betti 数 
Bi(XXY)= >, Pp(X): BolY), 
p+4g=n 
Poincaré 多 项 式 
Pxxy (lt) = Px(t): Py (t). 口 


178 第 四 章 ” 乘 积 


5.2 奇异 上 同调 的 又 积 
定义 5.1 设 X, 是 拓扑 空间 . 双 线 性 函数 
SP(X) x SA(Y) 一 -5S,(X)@SsY) -至 - 5Sp+e(X xY) 


称 为 奇异 上 链 的 又 积 , 记 作 Sz(X) x 54(Y) 一 ~- Sr+4(X xY). 
命题 5.5 奇异 上 链 的 又 积 的 上 边缘 公式 是 


(a x 8)= (6a) xB+(-1)?a x (68), a € Sr?(X), BEe SY). 
它 诱 导出 上 同调 的 又 积 


H?(X) x HY) -一 = H?+(X xY). 


证 明 直接 计算 
6(a x B) = 6E2Z (a ® 8) 定义 5.1 
= EZ (6(a ® 6)) EZ 是 链 映 射 
= EZ((6a)@B+(-1)?a@ (656)) 边缘 公式 
= (ba) x B+(-1)?o x (66) a 口 


注 记 5.6 如 果 玉 (Y) 是 有 限 生 成 的 自由 的 分 次 群 ,那么 (参看 
推论 5.3) 上 同调 叉 积 就 是 张 量 积 ， 对 于 上 ce H?(X), ne H4(Y), 有 


€xn=€®ne HX)Y HUAY) cH'(X)® H*(Y). 


命题 5.7 设 生 是 拓扑 空间 ，A :和 一 XxX 是 对 角 线 映射 . 
则 有 交换 图 表 
Sz(X) x 59(X) 一 一 ~- Srta(X xX) 


人 入 ## 


SP(X) x Se(X) 一 一 ~、 Srta(X) 
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换 句 话说 ， 对 于 任意 的 a € 5?(X), 6 e S59(X), 有 
a B= A#(a x pb). 
于 是 在 同调 的 水 平 上 ， 对 于 任意 的 《€ H?(X), nE H4(X), 有 
§€— n= 人 A"(é xn). 


证 明 对 于 XX 中 任意 的 n=p+q 维 奇 异 单 形 , 算得 


(A#(a x B),o) = (a x 6, Ax(0)) 对 偶 性 
=(aQ@DE2Z(A#(c))) 定义 5.1 
= @ ® pb, > Pl# 公 #(i0) ® psp Ay (01)) 注 记 5.2 
i+j=n 
> (Q, 10) * (8, 0)) 映射 pioA=id 
i+j=n 
= (apa) (B,00) = (a — b,o) 只 有 ii=p 这 项 . 
因此 A#(a x 8)=a— pb. 口 


思考 题 5.1 如 果 X,Y 是 胞 腔 复 形 ， 我 们 有 交换 图 表 
H*(S*(X))® H*(S*(Y)) 2 H*(S*(X x Y)) 
a e| 举 | 日 * 


H*(C*(X)) ® H*(C*(Y)) 之 H'*(C*(X xY)) 


其 中 9* 是 第 三 章 定理 3.10 所 给 出 的 同 构 . 因此 ， 从 命题 5.7 可 见 奇 
异同 调 的 上 积 (定义 见 命题 3.1) 与 胞 腔 同 调 的 上 积 ( 见 定义 2.1) 是 
一 致 的 . 


5.3 乘积 空间 的 上 积 
命题 5.8 设 X,Y 是 拓扑 空间 ， 则 有 交换 图 表 
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SP?(X) x SY) 之 Srta(X xY) 


SP(X xY)x SIUXXxY) 一 Srta(X xY) 
换 句 话说 ， 对 于 任意 的 we 5?(X), 6 e Se(Y), 有 
QaxB=p#(0) — p$ (6). 
于 是 在 同调 的 水 平 上 ， 对 于 任意 的 &€ H?(X), ne Ho(Y), 有 
€ x 7 = p1(é€) — p2(m). 


作为 特例 有 
pi(€) = € x ey, p32(7) = ex Xm. 


证 明 对 于 XxY 中 任意 的 n=p+g 维 奇 异 单 形 o， 


(ax 有 Do = (a ® b, EZ (o)) 定义 5.1 

二 (esp > pi#(i0) B® pap(01) ) 注 记 5.2 
t+ij=n 
= >》 (a,pi#(i0)): (6, p2#(0;)) 
t+j=n 
= (@, pi#(p0)) * (6, p2# (04)) 只 有 i=p 这 项 
= (p# (Qa), po0) . (p# (8), oa) 对 偶 性 
= (p# (a) — p#(B),0) 定义 3.2. 
因此 a x 6=p#(a) — p# (8). D 


定理 5.9 ”对 于 任意 6 € HY(X), ee H™(X) 和 任意 mm € 
Ha(Y), m Ee HY(Y), 在 H*(X xY) 中 有 


(€1 Xm) — (2 xX 12) = -Dé — £2) x (Mm 一 72). 
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证 明 计算 
(人 x m) — (é2 x 1) 
= (pié1 — pim) — (pié2 — p372) 命题 5.8 
(1) (pt 一 pié2) 一 (pm 一 p3m2) 定理 3.8 
= (一 HP pi(t — €2) — pi(m — mh) 定理 3.5 
= (—1)™ (6 — €2) x (On — m2) 命题 5.8， 口 


思考 题 5.2” 试 定义 奇异 同调 的 下 同调 又 积 和 和 斜 积 ， 建 立 其 与 
卡 积 的 联系 ， 并 证 明 
定理 5.10 ”对 于 任意 的 & € 五 pz(X)) me 2(Y), 以 及 任意 的 
ZE Hpi+m(X) Yy € Haitas(Y), 在 HH(XxY) 中 有 
(EX) ~ LXY) = -DYE ~ 2) x ~). 口 
定理 5.9 对 于 计算 乘积 空间 的 上 同调 环 非常 有 用 . 例如 ，n 维 
人 
环 面 T" = 5S! x… x 5! 是 乘积 . 对 维 数 n 作 归纳 法 , 我 们 立即 得 到 
定理 5.11 7 维 环 面 T” 的 上 同调 环 8*(T") 同 构 于 整数 环 Z 
上 的 外 代数 


4z(z1 Zn)， 

其 中 各 生成 元 zi 的 维 数 都 是 1. 口 
5.4 空间 偶 的 乘积 

与 胞 腔 复 形 偶 的 乘积 的 定义 1.3 相仿 , 定义 拓扑 空间 偶 的 乘积 . 

定义 5.2 拓扑 空间 偶 (X, 4) 与 (Y, B) 的 乘积 ， 规 定 为 空间 偶 

(X, A) x (Y,B):=(XxY,AxYUXxB). 
例 5.1 典型 的 例子 是 
(R", R" —0)= (BR,R-0)x.…x(R,R-0) (个 相 乘 )， 
(R?, R? -0) x (R', RY 一 0) = (R?+Y, R?+4 一 0). 
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定理 5.12 (空间 偶 的 Bilenberg-Zilber 定理 )” 设 拓扑 空间 侦 
(X, 4) 和 (Y,B) 满足 如 下 条 件 : 


{4 xYXxB} 是 Mayer-Vietoris 耦 ( 见 第 一 章 定 义 4.4)， (和 
则 存在 自然 的 链 同 伦 等 价 
S,(X, A) ® S,(Y, B) ~ S,((X, A) x (Y, B)). 
* 证 明 要 点 用 Bilenberg-Zilber 定理 可 以 证 明 


A Sa(X X.Y) 
Sx(X, A) © S(t B) a SAXY)TS XXB) 
然后 求助 于 Mayer-Vietoris 耦 的 条 件 来 证 明 右边 的 链 复 形 与 5,((X， 
4) x (Y, B)) 是 链 同 伦 等 价 的 . 口 
上 面 的 条 件 (*) 在 以 下 几 种 情况 下 是 成 立 的 : 
(1) 当 4, B 之 一 是 空 集 ; 
(2) 当 4, B 都 是 开 集 (第 一 章 例 4.2); 
(3) 当 4, B 都 是 闭 集 ， 并 且 是 邻 域 的 形变 收缩 核 (第 一 章 推论 
4.12); 
(4) 当 (X, 4) 和 (Y, B) 都 是 胞 腔 复 形 偶 (第 三 章 推论 3.8). 
所 以 在 这 些 情况 下 也 有 Kiinneth 公式 等 等 . 
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6.1 相对 上 同调 的 上 积 


我 们 来 把 上 积 推广 到 相对 的 奇异 上 同调 去 . 

设 X 是 拓扑 空间 ， 4i, hs 都 是 子 空 间 ， 并 且 是 以 下 两 种 情况 
之 一 : 

(1) 当 41, 42 都 是 开 集 ; 或 者 

(2) 当 X 是 胞 腔 复 形 ， 4i, 4 都 是 子 复 形 . 


86 相对 上 同调 的 上 积 。 183 


这 时 ,定理 5.12 适用 于 空间 偶 的 乘积 (X, 41) x (X, 42). 我 们 可 以 仿 


照 定义 5.1 来 规定 相对 奇异 上 链 的 又 积 
5Sz(X, A1) x Sa(X, 43) 一 Sr+4((X, A1) x (X, 42)). 
另 一 方面 ， 空 间 X 的 对 角 线 映射 可 以 看 成 空间 偶 的 映射 
A CR A Ud A RE, Mod. 


于 是 ， 我 们 可 以 以 命题 5.7 为 蓝本 ， 对 于 任意 的 《e H?(X,41) 与 
7E HY(X, 42), 定义 它们 的 上 积 为 & 一 7 = A*(E€ x ). 这 样 ， 我 们 得 
到 相对 上 同调 的 上 积 


H*(X, 41) x H*(X, A2) 一 > H*(X, AiU 42)， 


与 定理 3.5 相仿 ， 也 有 

定理 6.1 相对 上 同调 的 上 积 的 基本 性 质 : 

(1) 结合 性 ”对 于 任意 &1 e H*(X,A1), ee H*(X, A2), £3 € 
H*(XX, As), 有 


({1— 6)— 6 = — (6 ~— é). 
(2) 交换 性 ”对 于 任意 &1 € H?(X, 41), fz2 €E Hi(X, A2), 有 
6 =(-1)é — 1. 


(3) 自然 性 设 f: 久 一 Y 是 映射 ，f(41) C Bi, f(A42)C Bo2. 对 
于 任意 mw € H*(Y, Bi), m2 E H*(Y, B2), 有 


f° — 1) = (Fm) — (fm). 


相对 上 同调 的 上 积 所 提供 的 并 不 是 环 结构 ， 而 是 一 种 滕 胱 的 看 
法 : 如 果 说 HH*(X, 4) 有 反 喘 六 -4 的 性 质 , 那么 相对 上 积 从 H*(X, 41) 
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与 H*(X, 42) 进入 H*(X, AlU 42), 相当 于 从 和 -4i 与 和 -42 进入 
(XX 一 A1)n(X 一 42), 应 该 反映 几何 上 “ 取 交 ”这 种 运算 .这 样 的 看 
法 不 是 没有 道理 的 ， 从 下 面 关于 上 畴 数 的 讨论 中 ， 就 可 以 体会 到 这 种 
精神 . 


6.2 Ljusternik-Schnierelman 畴 数 


定义 6.1 设 X 是 拓扑 空间 ， 4 是 子 空间 ， 如 果 含 入 喘 射 i: 
4 一 XX 同 伦 于 常 值 映 射 ， 即 i 之 c: 4 一 XX, c(4) 是 一 个 点 ， 我 们 说 
4 在 XX 中 可 缩 , 注意 我 们 并 不 要 求 4 自己 是 可 缩 的 ， 甚 至 不 要 求 
它 是 连通 的 . 

例 6.1 sm! 在 Dr 中 可 缩 ， 虽然 S"-! 本 身 并 不 是 一 个 可 缩 
空间 . 

定义 6.2 设 式 是 拓扑 空间 . 我 们 说 X 的 畴 数 < m, 如 果 存 在 
X 的 m 个 开 子 集 41,…, 4m, 每 个 4 在 X 中 可 缩 ， 并 且 它 们 履 盖 
整个 和 即 4 U…U Ahm = XX. 满足 此 条 件 的 最 小 的 自然 数 m 称 为 
X 的 Djusternik-Schnierelman 栈 数 , 记 作 cat (X). 

定义 6.3 设 和 是 拓扑 空间 . 我 们 说 X 的 上 积 长 度 > m, 如 果 
存在 的 m 个 正 维 数 的 上 同调 类 &1,…,ém€ H*(X), dimé&1 > 0， 
并 且 它 们 的 上 积 非 0 即 & 一 … 一 &m 去 0. 满足 此 条 件 的 最 大 的 自 
然 数 m 称 为 的 上 积 长 度 , 记 作 cuplength (X). 

在 本 定义 中 把 上 同调 H*(X) 换 成 域 已 系 数 的 上 同调 H*(X; 卫 )， 
就 得 到 X 的 域 F 系数 的 上 积 长 度 , 记 作 cuplengthp(X). 

事实 6.2 设 X 是 连通 的 胞 腔 复 形 ， 则 


cat (X) < dim(X)+1. 
定理 6.3 设 拉 是 拓扑 空间 ， 书 是 系数 域 . 则 


cat (X) > cuplength(X)+1, cat (X) > cuplengthp(X)+1. 
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根据 畴 数 和 上 积 长 度 的 定义 ， 只 需 证 明 下 面 的 命题 

命题 6.4 设 拓 扑 空间 X 是 m 个 开 子 集 41,…, Am 的 并 ， 每 
个 4 都 在 XX 中 可 缩 . 那么 对 任意 的 6 ,cm € H*(X), dimek > 0， 
必定 有 一 … 一 ém=0. 

证 明 以 hk 王 XX 委 (X,Ak) 记 含 和 映射, 由 于 处 在 并 中 
可 缩 ，ix 同 伦 于 复合 映射 4 一 > pt 一 大 所 以 上 同调 同 态 访 可 以 
分 解 为 复合 同 态 H*(4k) 一 H*(pt) 一 H*(X). 可 见 当 g>0 时 
这 = 二 0:H4(X) 一 H3(A4x). 从 空间 侦 (X, 44) 的 正 合 上 同调 序列 知道 
筑 :HH4(X,Ak) 一 五"(X) 是 满 同 态 ， 于 是 存在 mh € 及 *(X,Ak) 使 得 
Gk 三 六 (Nk). 

从 相对 上 积 的 自然 性 得 到 交换 图 表 


— 


H*(X) x:::x H*(X) — H*(X) 


I | | 


H*(X, A1) x xH*(X, Am) = r(x, U 和) 
k=1 
其 中 垂直 的 箭头 都 是 含 人 映射 所 诱导 的 同 态 . 因而 


1 ém=N) jm lm) 


一 六 (71 \ 一 、-… Thm) =(0) 二 0, 


倒数 第 二 个 等 号 是 由 于 图 表 右 下 角 的 群 是 H*(X, XX) = 0. 口 
推论 6.5 实 射影 空间 RP" 的 因数 
cat (RP")=n+t1. 


证 明 定理 4.1 说 明 cuplengthz,(RP") =n. 所 以 根据 定理 6.3， 

cat (RP") > n++1， 男 一 方面 ,第 三 章 的 习题 中 曾 作 出 RP" 上 有 
nn 十 1 个 临界 点 的 光滑 函数 ， 所 以 根据 定理 6.7, cat (RP”) < ntl1. 

口 
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推论 6.6 nn 维 环 面 T” 的 畴 数 cat (T") = n++1. 

证 明 定理 5.11 说 明 cuplength(T") = n， 所 以 根据 定理 6.3， 
cat (7T7) 二 nn+1. 男 一 方面 ,根据 事实 6.2, cat (T") <n+1. 口 

Ljusternik 和 Schnierelman 是 在 研究 临界 点 时 提出 畴 数 概念 的 . 
他 们 研究 光滑 流 形 M 上 光滑 函数 了 : M 一 RR 的 临界 点 ， 与 Morse 
不 同 的 是 ， 允 许 有 退化 的 临界 点 ， 他 们 的 主要 定理 是 ， 

定理 6.7 设 M 是 光滑 流 形 ，f : M 一 RR 是 任意 的 光滑 函数 . 
则 了 的 临界 点 的 个 数 > cat (M). 口 

例 6.2 环 面 T? 上 的 任 一 光滑 函数 了 :7T? 一 玉 至 少 有 3 个 临 

例 6.3 球面 93” 上 的 光滑 的 偶 函 数 f : 5? 一 RR 至少 有 3 对 临 
界 点 . 

习题 6.1 试 举 出 蝴 数 等 于 或 不 等 于 Betti 数 之 和 的 例子 . 
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流 形 的 同调 ， 讲 法 很 多 ， 各 有 优 缺 点 .我 们 选择 一 种 经 典 的 讲 
法 . 它 的 组 合 味道 比较 重 , 从 代数 上 说 不 是 最 简捷 的 讲法 , 与 微分 流 
形 的 联系 也 不 直接 . 但 是 它 比较 直观 ， 能 够 从 图 形 上 揭示 对 偶 性 ， 
给 人 以 脚踏实地 的 感觉 ， 启 发 我 们 几何 地 思考 问题 . 

这 种 讲法 的 基础 ， 是 对 偶 剖 分 的 概念 . 其 起 源 是 讨论 “地 图 着 
色 ” 问 题 时 常 谈 到 的 “对 偶 地 图 ”: 在 每 两 个 相 邻 国家 之 间 修 一 条 连 
结 两 国 首都 的 直通 铁路 , 得 到 一 张 铁 路 图 ， 如 图 5.1 所 示 . 看 作 地 球 
表面 的 两 个 胞 腔 痢 分 ， 这 两 张 图 之 间 有 惊人 的 “对 偶 ” 关系 : 一 张 图 
的 4 维 胞 腔 一 一 对 应 于 另 一 张 图 的 2 - 4 维 胞 腔 ， 对 应 的 胞 腔 的 维 
数 “互补 ”. 这 就 是 对 偶 定 理 的 雏形 . 


图 5.1 对 偶 剖 分 


由 于 篇 幅 的 限制 ， 本 章 中 不 可 能 放 进 很 多 图 ， 教师 讲课 中 要 画 
图 、 讲 图 ， 同 学 学 习 | 时 也 要 白 己 作 各 种 不 同情 形 的 图 ， 才 能 做 到 举 
一 反 三 .， 
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81 正则 胞 腔 复 形 


首先 声明 ， 本 章 中 所 说 的 胞 腔 复 形 ， 都 是 指 的 有 限 胞 腔 复 形 ， 

本 节 引 进 正则 胞 腔 复 形 的 概念 ， 它 是 比 胞 腔 复 形 细 但 是 比 单纯 
复 形 粗 的 一 种 谢 分 ， 关于 正则 胞 腔 复 形 的 讨论 比较 技术 性 ， 许多 命 
题 的 证 明 是 组 合式 的 ， 写 得 比较 浓缩 ， 初学 者 可 以 先 浏 览 一 下 ， 举 
几 个 例子 ， 画 几 个 图 领会 其 含义 ， 等 以 后 需要 时 再 回 过 头 来 查阅 有 
关 的 证 明 . 


1.1 正则 胞 腔 复 形 的 定义 


首先 回忆 胞 腔 复 形 的 概念 . 紧 Hausdorff 空间 关上 的 一 个 胞 腔 复 
形 结构 ， 是 指 把 X 分 解 为 有 限 多 个 互 不 相交 的 胞 腔 {sf | gq > 0, 1< 
i< ro;rTg 过 0} 的 并 ， 使 得 

(1) 对 每 个 g 维 胞 腔 s?, 存在 连续 映射 pg? : Da 一 入 把 Da 一 539- 
同 胚 地 映 成 s?; 

(2) 4 维 胞 腔 的 边缘 癌 := 如 一 5 的 每 一 点 都 属于 维 数 低 于 4 的 

X 的 gq 维 骨 染 


六 = (jst 


k<q 
是 X 的 维 数 < q 的 全 体 胞 腔 的 并 ， 它 是 X 的 闭 子 集 . 
X 的 闭 子 集 4 称 为 六 的 子 复 形 ， 如 果 4 是 X 的 一 些 胞 腔 的 
并 .这 些 胞 腔 自 然 也 给 出 了 4 的 胞 腔 剖 分 ， 4? = 4mX?. 
定义 1.1 X 上 的 胞 腔 复 形 结构 称 为 是 正则 的 , 如 果 它 满足 比 上 
述 定义 中 的 (1), (2) 更 强 的 条 件 : 
(1) 对 每 个 9 维 胞 脐 s4, 存在 同 豚 pg : (DY, .57 7) 一 (359, 39); 
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(2') 每 个 胞 腔 的 边缘 部 都 是 X 的 胞 腔 的 并 , 换 句 话说 ,每 个 胞 
腔 的 边缘 都 是 X 的 子 复 形 . 

在 本 章 中 我 们 只 考虑 正则 的 胞 腔 复 形 . 

定义 1.2 设 K 是 正则 胞 腔 复 形 ， 如果 胞 腔 t 包含 在 胞 腔 s 的 
闭 包 z 中 ， 我 们 说 上 是 s 的 面 , 记 作 st; 如 果 上 包含 在 s 的 边缘 3 
中 ， 我 们 说 上 是 s 的 真 面 , 记 作 s > t. 这 是 天 的 胞 腔 之 间 的 偏 序 关 

如 果 5S 是 K 的 某 些 胞 腔 组 成 的 集合 ， 我 们 将 以 18| 表示 5 中 
各 胞 腔 的 并 ， 即 |5| = Us 为 了 简化 记号 ， 当 不 致 引起 混淆 时 ， 我 


们 也 常用 3 来 代表 13|. 
1.2 重心 重 分 


单纯 复 形 显然 是 正则 胞 腔 复 形 . 我 们 来 证 明 ， 任 意 的 正则 胞 腔 
复 形 都 可 以 进一步 剖 分 成 单纯 复 形 . 

定义 1.3 设 K 是 正则 胞 腔 复 形 ， 的 重心 重 分 SdK 是 如 下 
的 一 个 有 序 单纯 复 形 : 其 顶点 与 的 胞 腔 成 一 一 对 应 ,与 胞 腔 s 对 
应 的 顶点 记 作 5, K 中 胞 腔 的 真 面 关系 自然 决定 了 SdK 中 顶点 的 一 
个 偏 序 ， “3 在 志 前 面 " 当 且 仅 当 s > t; SdK 的 一 组 顶点 张 成 一 个 单 
形 当 且 仅 当 它 是 顶点 集 的 全 序 子 集 ， 当 我 们 用 顶点 写 出 Sd KK 的 单 
形 时 一 律 按 此 顺序 来 写 ， 换 句 话说 ， Sd 的 单 形 都 形 如 5081… $4， 
其 中 so > 51 >~… > sx 是 KK 中 的 胞 腔 序 列 . 

图 5.2 的 左面 是 一 个 二 维 单 形 的 重心 重 分 ， 右 面 是 一 个 二 维 正 
则 胞 腔 的 重心 重 分 ， 箭头 表示 顶点 之 间 的 先后 顺序 . 图 5.3 是 图 5.1 
中 胞 腔 复 形 的 重心 重 分 . 

由 定义 可 见 ， 和 如果 工 是 的 子 胞 腔 复 形 , 那么 Sd 工 是 Sd 五 的 
子 单纯 复 形 . 例如 ， Sd K* 是 SdK 的 子 复 形 而 且 Sd K* C (Sd RK)*; 
但 是 一 般 说 来 Sd K* 关 (Sd K)*. 又 例如 ， SdK = A Sd5. 
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从 


图 5.2 胞 腔 的 重心 重 分 


图 5.3 胞 腔 复 形 的 重心 重 分 


为 了 进一步 了 解 重心 重 分 ， 我 们 需要 单纯 复 形 上 的 锥 复 形 的 概 
念 . 如果 工 是 单纯 复 形 ，w 是 一 个 外 加 的 顶点 ， 定 义 一 个 新 的 单纯 
复 形 vL 如 下 :也 的 顶点 是 五 的 顶点 加 上 w; oz 的 一 组 顶点 张 成 一 
个 单 形 当 且 仅 当 其 在 工 中 的 部 分 张 成 工 中 的 一 个 单 形 . 这 个 单纯 复 
形 wvL 称 为 以 v 为 顶 以 单纯 复 形 工 为 底 的 锥 复 形 ， 多 面体 |vL| 是 多 
面体 |L| 上 的 锥 形 . 

例 1.1 设 s 是 正则 胞 腔 复 形 中 的 一 个 胞 腔 . 则 Sd5 是 以 3 为 
顶 以 子 复 形 Sd 为 底 的 锥 复 形 . 

定理 1.1 设 KK 是 正则 胞 腔 复 形 ， 则 存在 胞 腔 映射 h :KK 一 
Sd KK, 使 得 它 同时 是 一 个 同 胚 |K| 一 |Sd K|, 并 且 对 K 的 每 个 胞 
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腔 s 有 pl 引 ) = |Sd 引 . 这 样 的 胞 腔 映 射 称 为 重 分 映射 , 以 后 记 作 
Sd:K—SdK. 
* 证 明 对 0 维 的 天 定理 显然 成 立 ， 对 一 般 的 五 ,我们 对 维 数 作 

归纳 法 ， 在 K 的 逐个 骨架 K? 上 把 h 构 作出 来 . 

假设 已 有 同 胚 ho-i : |K"7!| 一 18d 天 一 下 使 对 K 的 每 个 低 于 4 
维 的 胞 腔 s 有 hs-1(| 引 ) = |Sd 引 . 我 们 来 把 它 扩 张 成 同 胚 ha : | 到 ?| 一 
|Sd Kdl. 

设 s 是 K 的 g 维 胞 腔 ， 任 意 取 定 一 点 zs € s. 则 同 胚 hg : 
站 一 |Sd 引 可 以 扩张 到 锥 形 上 去 ， 成 为 同 胚 本 一 |Sd 引 , 因为 |Sd 引 
是 以 |Sd 引 为 底 以 5 为 顶 的 锥 形 ， 而 | 引 同 胚 于 以 | 引 为 底 以 rs 为 项 
的 锥 形 . 对 每 个 4 维 胞 腔 s 这 样 做 , 就 得 到 所 求 作 的 同 肛 hy : | 天 ?| 一 
|Sd Ka|. 归纳 步 又 完成 . 口 

注 记 1.2 由 此 可 见 ,正则 胞 腔 复 形 总 是 可 以 单纯 前 分 的 . 而 且 
定理 中 的 重 分 映射 Sd 可 以 取得 使 Sd (3) 是 s 中 任意 一 个 事前 确 
定 的 点 zs E s. 

如 果 天 本 来 就 是 个 单纯 复 形 ， 每 个 胞 腔 * 都 是 单 形 ， 那 么 同 胚 
Sd 可 以 取得 使 Sd-1(3) 恰 是 单 形 s 的 重心 . 重心 重 分 这 个 名 称 就 是 
由 此 而 来 的 . 

对 于 到 的 胞 腔 s, 我 们 有 


Sd5= {foti:.:ti ESdK |s>to>~ti>.…> tr}, 


Sds$= {toti'.:t ESdK |s>to>ti > > tr}. 
记 Sds := Sd5 一 Sds. 于 是 
Sds= {8l1:...ti ESdK |s>ti > > tr}. 


它 由 所 有 以 $3 做 首 硕 点 的 单 形 组 成 . 
下 面 的 命题 是 显然 的 . 
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命题 1.3 {Sds | se K} 构成 SdK 的 一 个 分 解 ， 确 切 地 说 ， 


(1) U Sds= SdK. 
sEK 


(2) 当 s 关 t 时 ， Sdsnsdt=0. 

(3) s > 上 当 且 仅 当 Sdt c Sd 5. 口 

根据 定理 1.1, 我 们 以 后 不 妨 通过 同 胚 Sd : |SdK| 一 |K| 把 |SdK| 
与 |K| 等 同 起 来 . 也 就 是 说 ， 我 们 将 认为 |K| = |Sd K|, 把 K 看 成 就 
是 多 面体 |Sd K| 上 的 正则 胞 腔 谢 分 {|Sds| | se K}. 这 时 Sd :五 一 
Sd K 这 个 喘 射 其 实 就 是 恒 同 映射 , 但 我 们 仍 用 记号 Sd 而 不 用 id, 以 
示 K 与 SdK 两 个 胞 腔 谢 分 的 区 别 . 


1.3 重 分 链 映射 


现在 来 考虑 胞 腔 链 群 .假设 正则 胞 腔 复 形 K 的 每 个 胞 腔 s 都 
取 好 了 一 个 定向 ， 仍 用 s 记 这 个 有 向 单 形 ， (当然 ， 0 维 单 形 只 有 
瞧 一 的 定向 . ) 从 第 三 章 的 胞 腔 同调 定理 3.1 我 们 知道 ， 4 维 胞 腔 
链 群 Co(K) 是 以 {sf | 1 < i < rq} 为 基 的 自由 Abel 群 ， 边 缘 同 态 
0 : Ou(K) 一 Cg-1(K) 在 这 组 基 下 用 关联 矩阵 ([s? : sf ]) 来 刻画 . 
对 于 正则 的 胞 腔 复 形 ， 不 难看 出 

命题 1.4 如 果 s? > a 则 [s? : 交 、] = 土 1; 否则 [sy : 3 =0. 

口 

重 分 映射 Sd : KK 一 SdK 是 个 胞 腔 映 射 ， 它 所 决定 的 胞 腔 链 映 
射 称 为 重 分 链 映射 , 记 作 Sdx : C,(K) 一 0,(Sd KK). 

命题 1.5 设 K 的 每 个 胞 腔 都 已 取 好 了 定向 . 设 st 是 及 的 gq 
维 有 向 胞 腔 . 则 


Sd#0= > 9: 加 的 
ta—1,...,t0 
这 个 公式 中 表面 上 是 对 所 有 的 胞 腔 序 列 #8-!,…, 如 求 和 ， 实 际 
上 是 只 对 满足 条 件 s 二 如 > … > 如 的 胞 腔 序列 如 -1 > .… > 如 求 


81 正则 胞 腔 复 形 ”193 


和 ， 因 为 否则 关联 系数 乘积 [5? : 1 了 …[ 引 : 吉 =0. 当 g=0 时 , 公 
式 应 理解 为 Sd#s? = 30. 
* 证 明 对 维 数 作 归纳 法 . 在 0 维 ， 公 式 Sd#s? = 3 显然 成 立 . 
假设 公式 在 ga 一 1 维 成 立 ， 我 们 来 证 明 它 在 4 维 也 成 立 , 
设 so 是 K 的 gq 维 胞 腔 ， 由 于 Sdx 是 重 分 映射 Sd 的 链 映射 ， 
所 以 Sdxs? 应 该 是 Sd s? 中 各 g 维 单 形 的 线性 组 合 ， 形 如 


8 


t9 一 1 yt0 
其 中 系数 c(to，…… 加 ) 待定. 根据 归纳 假设 ， 


Sd#0s? = Sd# >》 [@ :tt = D>_[s® 2 


ta—1 ta—1 
2) | CE 


t9 一 1 ta—2,...,t0 


另 一 方面 ， 
ODSd#s4 = c(t2-1…… ,10)0828 1...20 
ta~1,..t0 
a We 
t9—1,..,t0 


其 中 第 二 个 和 式 洒 是 以 59 为 首 顶 点 的 单 形 的 线性 组 合 . 既然 Sd# 
是 链 映射 ， 应 有 0Sd#s? = Sdx9s4. 比较 上 面 两 个 计算 结果 ， 我们 得 
知 半 =0, 并 且 


c(t 0) = 


因此 公式 在 g 维 也 成 立 ， 归 纳 法 完成 . 口 

当 考虑 上 链 复 形 时 ， 我 们 要 把 有 向 胞 腔 s? 看 成 K 上 的 上 链 ， 
改 记 作 s%; 它 在 s* 上 取 值 为 1 在 其 余 v 维 胞 腔 上 取 值 为 0. 也 就 是 
说 ， se Cx(K) 是 如 下 定义 的 上 链 : 
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1， 当 妇 = 59， 
(s9*, 9) = | 
0， 当 妇 居 89， 
全 体 gq 维 有 向 胞 腔 {s9* | s? e K} 组 成 上 链 群 C4(K) 的 一 组 基 . 
引 理 1.6” 重 分 映射 Sd : K 一 SdK 所 决定 的 胞 腔 上 链 喘 射 
Sd# : C*(SdK) 一 C*(K) 是 满 同 态 ， 并 且 在 上 闭 链 群 上 ， Sd# : 
Za(SdK) 一 Z4(K) 也 是 满 同 态 . 
* 证 明 设 s? 是 的 gq 维 胞 腔 ，w? 是 SdK 的 gq 维 胞 腔 并 且 
uC 59. 则 对 于 K 的 4 维 胞 腔 怒 明显 地 有 
二 1， 当 如 = s4 
0， ”对 其 他 的 如. 


因而 Sd#w9* = 土 s9*. 所 以 Sd# : C4(Sd K) 一 Ce(K) 是 满 同 态 . 

设 ze € 2Z4(K). 由 于 Sd* : Ha(Sd K) 一 HI(K) 是 同 构 ， 存 在 
YE 2Z4(Sd 及) 使 得 [z9] = Sd*[wy4], 即 有 上 链 co-le Co-1(K) 使 29 = 
Sd#y4 十 6c4-1. 但 是 cq-1 = Sd#a4-1 对 于 某 a9-! € 04-1(Sd 及 ), 因而 
29 二 Sd#y9 + 6Sd#a4-1 = Sd#(y? 十 6a9-1). 这 说 明 Sd*# : Za(Sd K) 一 
2Z4(K) 也 是 满 同 态 . 口 

注 记 1.7 实际 上 ， 可 以 证 明 存 在 胞 腔 映射 a : Sd K 一 K, 使 得 
胞 腔 链 映射 ax : Cs(Sd 开 ) 一 C.(K) 满足 a# oSd#x = id: C,(K) 一 
OC,(K), 因而 Sd# oa# =id:C*(K) — C*(K). 


1.4 环绕 复 形 与 对 偶 块 


定义 1.4 设 s 是 正则 胞 腔 复 形 K 的 胞 腔 . s 在 K 中 的 闭 对 
偶 块 本 (s) 与 环绕 复 形 DD(s) 分 别 是 Sd K 的 子 复 形 : 


(Sd#ue*, 19) = (u®*, Sd#t?) = | 


D(s) Ne {oli :bi ESdK |to>ti>:.…>tr > s)}, 


D(s) := {toll: bESdK|to>ti>.…>tr> ss), 
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注意 全 (s) 是 以 3 为 顶 以 9(s) 为 底 的 锥 复 形 。 s 的 对 偶 块 9(s) 是 
指 DD(s) 一 匀 (s)， 


D(s):= {t… 丸 -18ESd 天 | 加 > > trl > s}. 


它 由 所 有 以 # 做 未 顶点 的 单 形 组 成 ， 参 看 图 5.4. 


图 5.4 ”对偶 块 与 环绕 复 形 


与 命题 1.3 相对 称 ， 我 们 有 

命题 1.8 ”对偶 块 构成 Sd 的 分 解 ， 确 切 地 说 ， 

(1) U 2D(s)= SdK. 

sEK 

(2) 当 s 关 t 时 ，D(s) D9(t) = 小. 

(3) s >t 当 日 仅 当 DD(s) Cc 人 D(t). 口 

SdK 上 的 {Sds} 与 {D9(s)} 这 两 种 分 解 是 互相 对 偶 的 ， 但 是 一 
般 说 来 后 一 种 分 解 不 见得 是 胞 腔 分 解 。 (参看 下 一 节 关 于 流 形 的 讨 
论 . ) 设 S 是 K 的 某 些 胞 腔 组 成 的 集合 ， 我 们 将 使 用 记号 Sd 5 := 
{Sds|seS}S5D(S):= {DD(s)|s eS}. 


1.5 交 链 一 一 卡 积 的 几何 解释 


设 天 是 正则 胞 腔 复 形 ，s? 与 s?t4 是 K 的 两 个 胞 腔 . 在 重心 重 
分 SdK 上 看 ，D(s?) 与 Sd s?t4 的 交 要 么 是 空 的 ， 要 么 是 p 维 的 ， 
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由 SdK 中 所 有 以 5?14 为 首 顶点 ， 以 59 为 末 顶 点 的 单 形 组 成 : 
D(s%) NSd sp+9 
= {#7taf .tr_18 € SdK|s?t > ti > > tl > 5°}. 
我 们 要 考虑 其 中 各 p 维 单 形 取 适当 定向 组 成 的 链 . 
图 5.5 中 表现 的 ， 是 2 维 对 偶 胞 腔 D9(s9) 与 2 维 胞 腔 Sd s? 相交 
的 情形 ， 以 及 1 维 对 偶 胞 腔 全 (#) 与 1 维 胞 腔 Sdt! 相交 的 情形 . 


图 5.5 ” 交 链 


定义 1.5 设 KK 的 每 个 胞 腔 邦 已 取 好 了 定向 设 s 与 s?19 是 
K 的 两 个 胞 腔 . 定义 Sd KK 上 的 交 链 
IT(s*, sPt9) := > [sz+9 : tpta-!]... [ttl : 59] 
tp+a—1,...,tat+1 


. 8P+qfptq-l...fatlsq 


其 中 的 求 和 号 遍及 KK 中 满足 条 件 s?19 > tPt97! > …> tt1 > s9 的 
所 有 胞 腔 序 列 t?+971 > .…. > 49+1. 

请 注意 ， 鉴 于 下 面 的 命题 1.9, 我 们 在 记号 中 故意 把 有 向 胞 腔 s? 
写成 上 链 s9*， 

作 线 性 扩张 ， 我 们 能 定义 K 的 9 维 上 链 与 p+g 维 下 链 的 交 
链 , 它 是 SdK 上 的 一 个 bp 维 下 链 , 这 是 一 个 双 线 性 对 应 I : C%(K) x 
Cp+a(K)— CplSd K). 

根据 这 个 定义 ， 如果 s1 不 是 s?+19 的 面 ， 则 交 链 7(s9*, s?+9) = 0; 
如 果 s? = sz+9q, 则 交 链 T(sq*,s9) = 59. 
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注意 ， 交 链 7(s?*, s?19) 只 与 s9, s?+4 这 两 个 胞 腔 的 定向 有 关 ， 
而 与 其 他 胞 腔 的 定向 无 关 . 

例 1.2 Sd#ys?= 中 Ilt0*, sp) = 1( 二 2 = 1(e,s?), 这 里 

toek toeK 

< 是 在 每 个 0 维 胞 腔 上 取 值 都 是 1 的 上 链 . 

交 链 与 卡 积 有 密切 的 关系 . 下 面 命题 中 的 c 的 存在 性 是 根据 引 
理 1.6. 

命题 1.9 设 c 是 SdK 的 一 个 g 维 上 链 , 满足 Sd#c? = so*. 那 
么 

IT(s4*, s?t4) 一 c9 ~ Sd# sP+9， 
换 句 话 说 ， 有 交换 图 表 
Co(K) x CptaK) — Cp(SdK) 


CI(SdK) x CpraSdK)— Cp(SdK) 
* 证 明 直截了当 的 计算 : 
cd 一 Sd#sp+9 


一 C9 一 上》 [sz+9 tP+94-1] A 四 : 如 ]8P+9tp+9-1 和 法 2 


一 一 
ta 


-三 ( > [s?+9 ; ... : 妇 ]c9 一 
tp 十 4 一 上 td 十 1 


bb rn 


ta™—l,. 


= »》, [s?+9 :... :19] 


ta 人 十 4 一 1 十 1 


(0 > [bse a 


t4— 1 £0 
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但 是 这 尖 括 号 等 于 

(cq, Sdyt) = (Sd#c4,19) = (s9*, 19), 
根据 sr?* 的 定义 当 妈 = s2 时 为 1, 否则 为 0. 于 是 


cd 一 Sd#5?+4 = [sz+9 : tpta-l]... [ta+1 : 89] 
tp+q—1,...,tat+1 


. SPtafpta—1...f4+184 


= I(s®*, sp+9)， 口 


交 链 1(s9*, sz+9) 是 作为 代表 交集 D9(s?) nSd sp+4 的 链 而 几何 地 
引进 的 ， 所 以 上 面 的 命题 可 以 说 是 正则 胞 腔 复 形 上 ， 卡 积 的 几何 解 
释 . 

推论 1.10 ( 交 链 的 边缘 公式 ) 

OI(s®*, sPt9) = (—1)?I(6s%*, s?t+9) + I(s*, Os?+9). 
因此 ， 双 线性 对 应 [: C4(K) x Cp+4o(K) 一 Cp(SdK) 决定 一 个 双 线 
性 对 应 工 : H%(K) x Hp+a(K) 一 Hp(Sd K). 
证 明 边缘 公式 是 上 面 的 命题 和 卡 积 的 边缘 公式 的 直接 推论 . 
口 
由 于 胞 腔 同 调 与 奇异 同调 是 同 构 的 ， 我 们 还 有 
推论 1.11 有 交换 图 表 
He(K) x Hpta(K) — Hp(SdK) 
| ~ |- 日 | 从 
HI(|K|) x Hp+allK|) 一 =- Hl(lK)) 
其 中 上 面 一 行 是 胞 腔 同调 ， 下 面 一 行 是 奇异 同调 ， 中 间 和 右边 的 9 
是 第 三 章 的 胞 腔 同调 定理 3.1 给 出 的 同 构 ， 左 边 的 9* 是 相应 的 上 


81 正则 胞 腔 复 形 199 
同调 同 构 . 口 
1.6 星 形 ， 正 则 胞 腔 复 形 的 局 部 构造 
定义 1.6 设 s 是 正则 胞 腔 复 形 K 的 胞 腔 ， s 在 到 中 的 星 形 
G(s), 闭 星 形 5(s) 与 星 形 边界 6(s) 分 别 是 Sd K 中 的 单 形 集合 : 
G(s) := {toti .… 计 eSd K| 
3i: to>t > t=s>til> > te}, 
G(s) :三 {to "…。 tr. ESd K| 
3i: to>ti > ts>titl> >t}, 
G(s) := {ioh .ti ESdK| 
3i: to>ti> ts>titl> > tr}. 


注意 6(s) 与 6(s) 都 是 SdK 的 子 复 形 ， 并 且 6(s) 是 以 3 为 顶 以 
G(s) 为 底 的 锥 复 形 ， 而 星 形 6(s) = 5(s) - G(s). 参看 图 5.6. 


下 面 的 命题 是 明显 的 . 
命题 1.12 星 形 爸 成 |K| = |Sd K| 的 开 获 盖 .， 确切 地 说 ， 
(1) |S(s)| 是 |s| = |Sd s| 的 开 邻 域 ; 
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(2) U 6(s) = SdK. 
sEK 


证 明 (1) 明显 地 ，Sd K 一 G(s) 是 Sd K 的 子 复 形 , 所 以 |6(s)| 是 
IK|= |SdK| 中 的 开 集 . 又 由 于 Sds C 6(s), 所 以 16(s)| 是 |s|= |Sds| 
的 开 邻 域 . 

(2) 结论 是 显然 的 . 口 

为 了 进一步 了 解 星 形 邻 域 的 构造 ， 我 们 需要 单纯 复 形 的 统 联 的 
概念 (参看 第 一 章 的 习题 6.3). 

定义 1.7 设 K 是 有 限 单纯 复 形 ，4,B 是 两 个 子 复 形 ， 如 果 它 
们 满足 以 下 条 件 : 

(1) K 的 项 点 集 是 4 的 顶点 集 与 B 的 顶点 集 的 不 交 并 ; 

(2) K 的 一 组 顶点 5 张 成 K 的 单 形 当 且 仅 当 其 在 4, B 中 的 部 
分 5n 4, SnB 都 分 别 张 成 4,B 中 的 单 形 ， 

我 们 就 说 K 是 4,B 的 统 联 , 记 作 K = A*B. 

命题 1.13 统 联 的 性 质 ， 

(1) 任 给 两 个 有 限 单纯 复 形 4, 刀 ,一 定 能 把 它们 同时 嵌入 某 个 有 
限 单纯 复 形 K, 使 得 K = 4A*B. 

(2) 多 面体 |4* B| 的 每 一 点 w, 除非 它 本 身 在 |4| 里 或 者 在 |B| 
里 ， 就 一 定 有 唯一 的 ze |4|, y € |B|, 使 得 w 在 联结 z 与 y 的 线段 
上 上， 换 句 话说 ， 喘 射 

14| x |B| x I |A*B|, (ZY (1 -tr+tity 


是 商 喘 射 ， 把 形 如 z x |B| x 0 子 集 缩 成 一 点 ， 把 形 如 |4| xy x1 子 
集 缩 成 一 点 ， 除 此 以 外 是 一 对 一 的 . 

(3) 如 果 有 同 胚 4| 涯 44, 1B| 宇 1B11, 那么 |4*B| 空 |4'*B'. 因 
此 我 们 可 以 谈论 多 面体 的 统 联 . 

(4) 作为 单纯 复 形 的 运算 ， 它 有 结合 性 和 交换 性 ， 即 


(4xrB)*C=4xr(BkrkC)， A*#B=B*A. 
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* 证 明 (1) 设 4,B 分 别 有 %,t 个 顶点 ， 取 一 个 + 一 1 维 单 形 
A, 把 4,B 分 别 柑 进 去 成 为 不 相交 的 子 复 形 . 按 统 联 定义 中 的 规定 
就 能 构造 出 单 形 A 的 一 个 子 复 形 K = A*B. 

(2) 用 4*B 上 的 重心 坐标 , 每 一 点 w € |4*B| 写成 w= 

》 Aa(w)at 入 (w)b, 其 中 红 Xa(w)+ 六 Xuw) =1, 每 个 和 (w) > 
acE4 bEB a€EA bEB 
0, 和 Ao(w) > 0. |4| 的 特征 是 和 2 Aa(w) = 1 | 好 | 的 特征 是 总 Nw)=1. 
除 这 两 种 点 外 ， 有 唯一 的 表达 式 


w= (1 -tz+ty, 


其 中 
入 
和 2 Mo(wW), 7 一 、 9 0， Y= > a b. 
EB aEA beB 
(3) 结论 是 (2) 的 推论 . 
(4) 结论 是 显然 的 . 口 


例 1.3 统 联 的 典型 例子 . 
(1) 0 维 实心 球 D? 是 一 个 顶点 ， D0* 4 就 是 以 4 为 底 的 锥 复 


(2) 0 维 球面 5° 是 两 个 顶点 ， 3S0* 4 就 是 4 上 的 双 角 锥 25. 
(3) n 维 球面 8" 同 胚 于 m+1 个 59 的 统 联 . 
(4) SP * S49 Sptatl., 
(5) D? * D9 宕 Dp # 39 罕 Dr+atl. 

把 统 联 的 概念 运用 到 星 形 上 来 ， 我 们 从 定义 立即 得 到 统 联 分 解 
式 : 

命题 1.14 设 s 是 正则 胞 腔 复 形 K 的 胞 腔 . 则 

(1) 5(s) = Sds *D(s) = Sd5* 人 DO(s). 

(2) G(s) = Sd s #D(s). 口 
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1.7 正则 邻 域 


引 理 1.15 设 K 是 正则 胞 腔 复 形 ，L 是 其 子 复 形 . 那么 在 空间 
lISd K| 中 , 闭 集 |Sd 工 | 是 开 集 |D(Z)| 的 形变 收缩 核 , 闭 集 |D(K 一 攻 )| 
是 开 集 |Sd (K -| 的 形变 收缩 核 . 

* 证 明 用 SdK 上 的 重心 坐标 , 每 一 点 ze |Sd K| 写成 z= 
人 其 中 和 5 和 人) = 1, 每 个 Xs(z) > 0，|Sdz| 的 特征 是 
2 和 sl?) = 1, |D(K 一 了 | 的 特征 是 3 7 人) = 1, 所 以 都 是 闭 集 . 
SE sEK— 

全 (| 的 特征 是 2 和 人) > 0, |Sd(K 一 也 | 的 特征 是 5 和 Xs(z) > 0， 
s sEK—L 
所 以 都 是 开 集 . 

从 |D(D)| 到 |Sd 工 | 的 收缩 映射 " : |D(Z)| 一 |SdL| 和 形变 
{fujosuzi : id 守 7 :|D(D)| 一 四 (| 可 以 取 成 (参看 图 5.7 的 左 
图 ) 


的 右 图 ). 口 


NAN 


图 5.7 开 正 则 邻 域 


定义 1.8 设 太 是 正则 胞 腔 复 形 ，L 是 其 子 复 形 . 我 们 称 中 (D)| 
为 工 在 五 中 的 开 正 则 邻 域 
有 了 这 个 定义 ， 上 面 的 引 理 可 以 改写 成 下 面 的 形式 . 
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命题 1.16 设 天 是 正则 胞 腔 复 形 ， 工 是 其 子 复 形 . 那么 在 空 
间 |K| 中 ， 闭 集 |Z| 是 其 开 正则 邻 域 |D(Z)| 的 形变 收缩 核 ， 开 正则 
邻 域 的 余 集 |D(K 一 了 | 则 是 开 集 |K -二 的 形变 收缩 核 . 口 
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2.1 胞 腔 流 形 的 定义 


定义 2.1 正则 胞 腔 复 形 M 称 为 n 维 胞 腔 流 形 , 如 果 对 于 M 
的 每 一 个 4 维 胞 腔 s9, 它 的 环绕 复 形 9(s9) 同 胚 于 n 一 q 一 1 维 球面 
OA . 
显然 , 这 时 胞 腔 复 形 M 的 维 数 是 mw 而 且 每 个 ? -1 工 维 胞 腔 s"? 
恰 是 两 个 m 维 胞 腔 的 面 . 

这 个 定义 的 背景 是 一 个 基本 事实 (Cairns 1930, Whitehead 1940): 

事实 2.1 紧 的 nn 维 微 分 流 形 必 能 单纯 剖 分 成 一 个 n 维 胞 腔 流 


我 们 来 证 明 
命题 2.2 n 维 胞 腔 流 形 M 的 多 面体 |M| 是 n 维 拓扑 流 形 . 
证 明 根据 命题 1.12, 星 形 |6(s)| 组 成 |M| = |Sd M| 的 开 寝 盖 . 
设 s 是 4 维 胞 腔 ， 根据 命题 1.14, 胞 腔 流 形 的 定义 ， 命 题 1.13(3) 和 
例 1.3, 复 形 
G(s) = Sd§*D(s) FE S9-1* Sn-4-1 Sn-l. 
于 是 
I6(s)| =|5(s) — 8(s)| = |8* 6(s) 一 6(s)| Els* 38" 一 3 
同 胚 于 5™! 上 去 控 了 底 的 开 锥 形 ， 因 而 同 胚 于 n 维 欧 氏 空间 R". 
口 
* 思 考题 2.1 设 KK 是 单纯 复 形 ，s e K 是 其 中 的 一 个 单 形 ， 定 
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义 K 中 的 单 形 集合 
st(s):= {tEK |t> ss), 


St(s) := {t EK | 与 s 的 项 点 共同 张 成 K 的 单 形 }， 
Lk(s) := {te St(s) | t 与 s 无 公共 顶点 }. 


注意 5t(s) 与 Lk(s) 都 是 K 的 子 复 形 ， 而 |st (s)| 是 |K| 中 的 开 集 . 
试 证 明 : 

(1) St(s) = 5* Lk(s), St(s) 一 st (s) = $ * Lk(s). 

(2) 有 序 单纯 复 形 的 等 式 或 同 构 


G(s) = Sd St(s), 
G(s) = Sd(St(s) — st (s)), 


D(s) S SdLk(s). 


* 思 考题 2.2 设 K 是 单纯 复 形 . 证 明 : K 是 nn 维 胞 腔 流 形 的 充 
分 必要 条 件 是 , 对 于 K 的 每 一 个 4 维 单 形 s?, Lk(s?) 同 胚 于 n 一 gq 一 1 
维 球面 S571. 
* 思 考题 2.3 设 M 是 单纯 复 形 ， 并 且 是 n 维 的 胞 腔 流 形 ， 证 
明 : Sd M 也 是 n 维 胞 腔 流 形 . 
* 思 考题 2.4 设 KK, 工 是 两 个 有 序 单 纯 复 形 . 我 们 来 定义 一 个 有 
序 单纯 复 形 开关 忆 , 称 为 K, 工 的 单纯 乘积 , 具有 以 下 性 质 ， 
(1) 天 兴工 的 顶点 集 (0 维 骨 架 ) (天 兴工 )0 是 K? x 工 . 
(2) IK¥X*L|= |K| x |Z. 
(3) 对 角 线 映射 A : |K| 一 |K| x |K| 是 一 个 保 序 的 单纯 喘 射 
K — KXK. 
具体 做 法 如 下 : 设 K? = {ai}, Z = {65;}. 在 集合 Ko°x 5 中 规定 
一 个 偏 序 ， (ai,b;) < (oz 好 ) 当量 仅 当 ai < ar 且 b; <by. KoxL 
的 每 个 上 升序 列 (aiobjo) <… < (Qi,,b;,) 张 成 |K| x | 中 的 一 个 单 
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形 . 试 证 明 ， 所 有 这 样 的 单 形 构成 |K| x |Z| 的 一 个 单纯 剖 分 ， 这 个 
单纯 复 形 就 是 天 兴 元 . 参看 文献 [6] pp.66 一 69. 
* 思 考题 2.5 设 人 是 正则 胞 腔 复 形 ， 试 证 明 : 
(1) K x 工 也 是 正则 胞 腔 复 形 ， 并 有 征 Sd (K x 工 ) = Sd Kx%*SdL. 
(2) 设 st 分 别 是 天, 碾 中 的 胞 腔 . 则 作为 Sd (K x 荆 ) 的 子 复 形 ， 
有 
DkxL(s Xt) = Dk(s)XDL(), 
DkxL(s Xt) = 人 Dk(s)KDL(t) UDk(S)DL(L. 
(3) 对 角 线 映射 A : |K| 一 |K| x |K| 是 一 个 保 序 的 单纯 喘 射 
SdK — Sd Kx SdK. 
* 思 考题 2.6 设 M,N 分 别 是 m.n 维 的 胞 腔 流 形 . 证 明 M xN 
是 m++n 维 胞 腔 流 形 . 
* 思 考题 2.7 设 M,N 部 是 单纯 复 形 ， 并 且 分 别 是 m,n 维 的 胞 
腔 流 形 . 证 明 : 单纯 乘积 M※N 是 m 十 n 维 胞 腔 流 形 . 


2.2 ”对偶 剖 分 


上 一 节 我 们 讲 了 正则 胞 腔 复 形 的 重心 重 分 上 的 对 偶 块 . 对 于 胞 
腔 流 形 而 言 , 这 种 对 侦 块 构成 男 一 个 正则 胞 腔 剖 分 。 (为 记号 精简 起 
见 , 今后 在 不 致 引起 混淆 的 时 候 ， 我 们 会 省 略 一 些 括号 , 如 把 D(M) 
写成 DM 等 等 ，) 参看 图 5.8. 

命题 2.3 设 M 是 n 维 胞 腔 流 形 ， 则 

(1) {ID(s)| | se M} 是 多 面体 |Sd M| 的 正则 胞 腔 训 分 ， 记 作 
D(M), 称 为 M 的 对 偶 剖 分 . 与 g 维 胞 腔 ss e M 对 应 的 对 偶 胞 腔 
上 9(s9)| 是 n 一 g 维 胞 腔 ， 仍 记 作 人 D(s9). 

(2) D(M) 的 重心 重 分 S4(DM) 与 M 的 重心 重 分 Sd M 是 同一 
个 单纯 复 形 ， 只 是 作为 有 序 单纯 复 形 ， 顶 点 的 顺序 恰好 相反 . 

(3) D2(M) 也 是 n 维 胞 腔 流 形 . 
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图 5.8 对 偶 的 剖 分 有 公共 的 重心 重 分 


(4) D2(M) 这 个 n 维 胞 腔 流 形 的 (在 (1) 中 定义 的 ) 对 偶 复 形 
D(D(M)) 就 是 M. 

证 明 (1) 我 们 知道 团 对 偶 块 写 (s9) 是 环绕 复 形 全 (s?) 上 的 
锥 复 形 . 由 于 M 是 ” 维 胞 腔 流 形 ， 多 (s?) 同 胚 于 S"-9-1， 所 以 
( 豆 (s9),9(s9)) 同 胚 于 (D"-", S" -9 -0)， 这 说 明 对 偶 块 的 确 是 正则 胞 
腔 . 男 一 方面 ， 根 据 命题 1.8, 爷 (s9) = ,U2(, 即 对 偶 胞 腔 的 边缘 
也 是 对 偶 胞 腔 的 并 .因此 符合 正则 胞 腔 复 形 的 定义 . 

(2) 鉴于 命题 1.8(3), s > t 当 且 仅 当 Ds < Dt. 因此 根据 重心 重 
分 的 定义 1.3, 复 形 D(M) 的 重心 重 分 Sd(DM) 可 以 与 复 形 M 的 重 
心 重 分 Sd M 等 同 起 来 ， 顶 点 (Ds) 等 同 于 顶点 5. 

(3) 根据 环绕 复 形 的 定义 1.4, D(MM) 的 n 一 g 维 胞 腔 D(s9) 的 环 
绕 复 形 恰 是 Sd 59, 同 胚 于 q 一 1 维 球面 . 所 以 D(M) 也 是 n 维 胞 腔 
流 形 . 

(4) 按照 定义 ， DD(DM) 中 与 胞 腔 Ds 对 偶 的 胞 腔 D(Ds) 由 
Sd4DM = SdM 中 以 (Ds) = 8 为 末 顶 点 的 单 形 拼 成 ， 末 顶点 是 按 
SdDDM 中 顺序 说 的 ， 按 Sd M 中 的 顺序 就 该 是 首 顶点 ， 可 见 D(Ds) 
就 是 由 Sds 的 各 单 形 拼 成 ， 因 此 D2(DM) 与 M 相同 . 口 


2.3 胞 腔 流 形 的 定向 
定义 2.2 n 维 胞 腔 流 形 M 称 为 可 定向 的 , 如 果 M 的 全 体 n 维 
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胞 腔 可 以 这 样 来 选取 定向 ,使 得 每 两 个 相 邻 的 n 维 胞 腔 在 其 公共 的 
n 一 1 维 面 上 诱导 相反 的 定向 ， 也 就 是 说 使 得 DD” 是 闭 链 ; 否则 
M 称 为 不 可 定向 的 . 满足 上 述 要 求 的 一 组 协 合 的 定向 , 称 为 M 的 一 
个 定向 ; 取 定 了 定向 的 AM 称 为 有 向 的 流 形 . 闭 链 z" := 2 sn 称 为 
M 的 定向 闭 链 , 它 的 同调 类 记 作 [M] e Hn,(M), 称 为 M 的 定向 类 或 
基本 类 . (其 实 由 于 M 的 维 数 是 n, 闭 链 群 Z(M) 与 同调 群 H,(M) 
没有 区 别 . ) 图 5.9 表现 相 邻 胞 腔 的 定向 是 否 协 合 . 


图 5.9 定向 的 协 合 与 否 


本 节 中 我 们 讨论 有 向 胞 腔 流 形 的 同调 性 质 ， 同 调 与 上 同调 的 系 
数 都 取 整 数 ， 当 系数 是 域 F 时 有 完全 类 似 的 结论 ， 当 取 域 Z2 做 系 
数 时 ， 我 们 的 讨论 对 于 不 可 定向 的 流 形 也 成 立 ， 因 为 这 时 总 有 


2":= Ys"€ Zn(M;22). 
snEM 


2.4 对偶 胞 腔 的 定向 


设 M 是 有 向 的 nn 维 胞 腔 流 形 ，s? 是 其 中 的 g 维 有 向 胞 腔 . 我 们 
希望 写 出 s9 的 对 偶 胞 腔 9(s9) 的 定向 链 , 即 Hs-_a(D(s9), 信 (s9)) 宕 2 
的 生成 元 来 . 

考虑 Sd M 中 由 DD(s") 的 各 n 一 g 维 胞 腔 取 适当 定向 组 成 的 链 

Dar DY tt tg 


tt 十 上 


这 个 链 只 与 M 的 定向 ( 即 各 n 维 胞 腔 的 协 合 的 定向 ) 以 及 sa 的 
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定向 有 关 ， 而 与 其 他 胞 腔 的 定向 无 关 ， 用 上 节 的 交 链 记号 ， 我 们 有 
Ds? = 7(s0*,z"), 其 中 z+ = 并 如 € Zi(M) 是 M 的 定向 闭 链 ， 从 
tnEAT 


交 链 的 边缘 公式 (推论 1.10), 我 们 得 到 
0Ds4 = (一 1)n-97(5s9*， 2") + I(s1*, 02") 


= (-1)"e S He+ ;ar]I(et1*, 27) 


tat+! 


4 Yh kd 

ta+1 
注意 , 这 里 我 们 用 到 了 AM 是 有 向 流 形 的 假定 ， 即 9z = 0. 于 是 Ds 
的 边缘 是 (s?) 中 的 链 ， 即 Ds? 属于 闭 链 群 Zn_s((s?), 全 (s?)). 既 
然 D9(s9) 的 维 数 是 n 一 gq, 这 闭 链 群 就 是 同调 群 , 同 构 于 2Z, 而 9s? 这 
个 链 在 各 胞 腔 上 的 系数 是 土 1, 不 可 能 是 别 的 闭 链 的 倍数 ， 所 以 Ds 
就 是 这 财 链 群 的 生成 元 . 我们 也 已 同时 得 到 了 Ds? 的 边缘 公式 . 这 

些 分 析 可 以 归纳 成 

命题 2.4 设 M 是 有 向 的 n 维 胞 腔 流 形 ， s? 是 其 中 的 gq 维 有 
向 胞 腔 . 在 对 偶 复 形 D(M) 上 ，s2 的 对 偶 胞 腔 9(s9) 的 定向 链 规定 
为 
Ds = : [tn : t" -1] ee [te+1 . sa]in... fatl8q. 

全 攻击 


则 对 偶 胞 腔 之 间 的 关联 系数 是 


[Ds : 习 s9+1] = (一 1)" 一 9[s9+1 : 59]. 口 


2.5 ”Poincaré 对 偶 定 理 


定理 2.5 (Poincare 对 偶 定理 ) 设 M 是 有 向 的 nn 维 流 形 ， 则 
(1) 我 们 构 作 一 个 同 构 D : HY(M) 一 Hn_a(MM), 对 任意 q, 称 为 
Poincaré 对 偶 同 构 . 
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(2) 这 同 构 可 以 用 卡 积 来 表示 
D(6) = 一 [MI， 对 于 6e 万 (AT)， 
换 句 话说 ， 有 下 面 的 交换 图 表 : 


HM) -全 ~- Hn-a(M) 
ee 


证 明 考虑 链 群 的 同 构 
万 :Ce 一 Cn_o(D(M))，s9* 忆 Ds? 对 于 所 有 g 维 胞 腔 s9. 
命题 2.4 告诉 我 们 : 


CD = 80 =) Dt 


ta+l 


Ha(M) 


= (—1)"? 》 [ta+1 : so]D(t+1*) = (-1)"-%D(6s""). 


所 以 对 于 M 的 任意 4g 维 上 链 72, 有 
0OD(7?) = (-1)" °D(6Y"). 

于 是 吃 把 Zx(M) 与 B9(M) 分 别 映 成 Zn-s(DM) 与 Bn-o(DM), 因 
而 诱导 出 同 构 D : HY(M) 一 Hn-_o( 人 DM). 由 于 同调 群 实际 上 与 胞 腔 
剖 分 无 关 ， 所 以 得 到 第 一 个 结论 . 

为 了 证 明 第 二 个 结论 ,我 们 把 链 群 的 同 构 忆 用 卡 积 写 出 来 . 根 
据 命 题 1.9, 对 于 Sd AM 的 任意 上 链 cx es C?(Sd M), 有 

D(Sd#c) = {(Sd#c9, 27) = c9 ~ Sd#2". 


过 渡 到 同调 去 , 链 喘 射 Sd# 和 Sdy 都 诱导 恒 同 自 同 构 , 所 以 D(&) = 
é€ ~ [MI]. 口 
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例 2.1 环 面 的 一 个 正则 胞 腔 剖 分 是 图 5.10 的 左 图 (也 就 是 图 
3.2 的 中 图 ). 其 1 维 同调 群 和 上 同调 群 的 一 对 对 偶 基 ; 
(7T?) 的 基 {[al, [0]} HI(T?) 的 基 {[al, [3]} 
a=Q1+a2 Q=ait+ci 
b=bi+b2 0 = 上 十 丰 
图 5.10 的 右 图 显示 上 闭 链 6 的 Poincark 对 偶 D(8) 是 个 下 闭 链 ， 与 
下 闭 链 a 同调 . 所 以 D(Ig]) = [la]. 类 似 地 可 以 算出 D([a]) = - 思 ， 


al (2 


图 5.10 环 面 上 的 Poincaré 对 偶 


定义 2.3 ”对 于 有 限 生 成 的 Abel 群 4, 以 Ta 记 4 中 有 限 阶 元 
素 组 成 的 子 群 ， 称 为 4 的 挠 子 群 ; 商 群 A := 4/74 是 自由 Abel 群 ， 
称 为 4 的 自由 部 分 . 注意 秩 rk 4 = kA. 

对 于 有 限 胞 腔 复 形 X, 以 T(X) 和 Te(X) 分 别 记 Ho(X) 和 
Ha(X) 的 找 子 群 ， 以 五 ((X) 和 五 (X) 分 别 记 U(X) 和 Ho(X) 的 
自由 部 分 五 (XX) 称 为 X 的 弱 同 调 群 . 早期 称 为 Betti 群 . 

万 有 系数 定理 告诉 我 们 自由 Abel 群 万,(X) s 且 (X), 其 秩 为 
Betti 数 pu(X); 还 告诉 我 们 有 限 Abel 群 Ta(X) 宇 T_1(X). (参看 第 
三 章 推论 7.3.) 

推论 2.6 设 M 是 可 定向 的 nn 维 流 形 ， 则 


BAM)=Bn-adM), Tia(M) Ta M). O 
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对 于 任意 的 (不 必 可 定向 的 ) 流 形 ， 只 要 我 们 改 用 Za 系数 ， 上 
面 的 讨论 完全 可 以 适用 . 所 以 我 们 有 

定理 2.7 (mod 2 的 Poincaré 对 偶 定 理 ) 设 M 是 nn 维 流 形 . 
则 

(1) 存在 一 个 同 构 D : HY(M; Ga) 一 Hn_a(M; 22), 对 任意 4， 

(2) 这 同 构 可 以 用 卡 积 来 表示 


D(£)=£~[MJ， 对 于 6e HY%(M; 22). 口 


推论 2.8 奇数 维 流 形 M 的 Euler 示 性 数 x(M) = 0. 

证 明 上 面 的 定理 告诉 我 们 ， 2 系数 Betti 数 B= po 当 
n 是 奇数 时 ， 这 两 个 Betti 数 对 示 性 数 x(M) = > (10405 的 贡献 
恰好 抵消 . 口 
2.6 强 连 通 性 


推论 2.9 设 MM 是 nn 维 胞 腔 流 形 ， 如 果 M 是 连通 的 ， 那 么 对 
于 M 的 任意 两 个 % 维 胞 腔 s,s', 可 以 找到 一 串 n 维 胞 腔 


s= to,t1,.…, tr = 5, 


使 得 相 邻 的 万 -1 与 t 都 有 公共 的 n 一 1 维 面 . 

证 明 我 们 定义 s~ s', 如 果 有 这 样 一 串 胞 腔 把 它们 连接 起 来 . 
这 是 个 等 价 关 系 . 取 系 数 群 Za 时 ， 每 个 等 价 类 中 全 体 n 维 胞 腔 之 
和 和 si 是 闭 链 . 这 是 因为 对 于 任何 7% 一 1 维 胞 腔 s*-! 来 说 ， 以 它 为 
面 的 两 个 维 胞 腔 属 于 同一 个 等 价 类 ， 所 以 它 在 0 si 中 的 系数 是 
0e 22. 

然而 现在 只 可 能 有 一 个 等 价 类 . 这 是 由 于 M 连通 ， 根 据 定理 
2.7, 有 

Ha,(M; 2Z2) SE HI(M:; 22) 宕 2BF2， 


212 第 五 章 流 形 


所 以 Zn(M; 22) 只 有 一 个 非 零 元 素 . 口 
推论 2.10 设 M 是 连通 的 n 维 胞 腔 流 形 ， 则 

2Z， 如 果 M 可 定向 ， 

0， 如 果 M 不 可 定向 . 


证 明 既然 M 连通 ， 当 M 可 定向 时 根据 定理 2.5 有 H,(M) 兰 
HM) 兰 2G. 反 过 来 ， 如果 Hn(M) 关 0, 取 n 维 闭 链 z 关 0. 在 任意 
n 一 1 维 胞 腔 两 边 的 两 个 n 维 胞 腔 上 ，z 的 系数 的 绝对 值 必定 相等 . 
根据 上 一 个 推论 ，z 在 所 有 m 维 胞 腔 上 的 系数 绝对 值 都 相等 ， 设 为 
k. 于 是 > 除 以 得 到 的 闭 链 在 各 n 维 胞 腔 上 的 系数 绝对 值 都 是 1. 
这 说 明 M 的 n 维 胞 腔 可 以 协 合 地 定向 ， 即 M 是 可 定向 的 ， 口 

习题 2.8 设 M 是 连通 的 不 可 定向 的 n 维 胞 腔 流 形 ， 试 证 明 
H"*(M) 2;,. 

习题 2.9 设 M 是 连通 的 不 可 定向 的 n 维 胞 腔 流 形 ， 试 证 明 
Hi(M; 2Z2) 天 0. 因此 ， 单 连通 的 流 形 一 定 是 可 定向 的 . 


2.7 上 积 是 对 偶 配对 
定理 2.11 对 于 有 向 nn 维 流 形 M, 有 下 面 的 交换 图 表 ， 
HA(M) x H"*-IA(M) 一 H"(M) 
| bl: | eu 
HiM)x HA(M) 2 Zz 


其 中 DD 是 Poincark 对 偶 同 构 . 
证 明 根据 定理 2.5 及 上 积 与 卡 积 的 对 偶 性 ， 


Hn(M) = | 


(€ — 1M]) = (é€,7 ~ [M]) = (二 D(7))， 上 


这 定理 说 明 ， 互 补 维 数 的 上 同调 群 之 间 的 上 积 的 代数 性 质 ， 与 
相同 维 数 的 上 下 同调 群 之 间 的 Kronecker 积 的 代数 性 质 相仿 . 
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从 万 有 系数 定理 我 们 知道 相同 维 数 的 上 下 同调 群 之 间 的 Kro- 
necker 积 是 对 偶 配 对 (第 三 章 推论 7.5). 所 以 有 

定理 2.12 对 于 有 向 ” 维 流 形 M, 互补 维 数 的 上 同调 群 之 间 的 
上 积 是 对 偶 配对 ， 确 切 地 说 ， 双 线性 对 应 


P:H(M)x H*-I(M)—= 2Z, P(é,n) := (€ — 7,[M)) 


是 对 侦 配 对 . 口 
这 个 定理 很 有 用 . 当 系 数 群 是 一 个 域 已 时 ， 它 的 形式 是 
定理 2.13 设 M 是 有 向 的 nn 维 流 形 ，F 是 域 . 那么 双 线性 对 
应 
P:HIM;F)x H*-I(M;F)—o Fr 
是 对 侦 配 对 . 口 
当 取 22 做 系数 时 ， 流 形 是 否 可 定向 就 无 关 紧要 了 . | 
定理 2.14 对 任意 的 n 维 流 形 M, 双 线 性 对 应 


PP’ HY(M; 2Z2) 区 五 "4( AT; 2QFo) — Zo 
是 对 偶 配 对 . 口 


作为 第 一 个 应 用 ， 我 们 重新 计算 实 射影 空间 的 上 同调 环 . 
推论 2.15 设 £ 关 0e€ Hi(RP"; 22), 则 7? 关 0. 因此 上 同调 环 


H*(RP"; 22) & 22lé]/(é"+! =0). 
证 明 对 维 数 n 作 归纳 法 . 当 n= 1 时 显然 成 立 ， 考虑 n>1. 


从 计算 RP" 的 同调 群 的 第 三 章 定理 4.6, 我 们 知道 
2Z2， 当 0<gq<n,， 


0， ”其 余 的 a， 
并 且 含 入 映射 .: RP"-! 一 RP" 诱导 同 构 


H'(RP"; Za) = | 


:HARP";Z) SHIRP™!Z2), 当 9< 一 1 
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所 以 *(&) 是 HH1(RP"™-1; Zo) 中 的 非 零 元 素 . 根据 归纳 假设 ，w*(&"*-!) 
= (2*(&))"-! 关 0, 所 以 如 -1 关 0 它 是 Hm"!1(RP";22) 中 的 非 零 元 
素 . 

再 根据 定理 2.14, Hm"-!1(RP"; Ga) 与 Hi(RP"; 22) 中 的 非 零 元 
素 的 上 积 必须 是 非 零 元 素 ， 所 以 &* = £1 一 《#0. 口 

习题 2.10 计算 复 射 影 空间 CP" 的 整数 系数 上 同调 环 . 

习题 2.11 计算 复 射影 空间 CP" 的 畴 数 . 

推论 2.16 设 M 是 偶数 维 的 可 定向 流 形 ， 维 数 n = 2m. 对 个 
配对 

P:H"(M)x HT™(M)— 2 


一 个 么 模 的 双 线性 形式 ， 当 m 是 偶数 时 是 对 称 的 ， 当 m 是 奇数 

时 是 反 称 的 . 

这 里 “ 么 模 ” 的 含义 是 已 (相对 于 互 ”(M) 的 任意 基 ) 的 矩阵 的 
行列 式 是 土 1. 

这 个 双 线 性 形式 称 为 M 的 相交 形式 . (为 什么 叫 相交 形式 ? 参 
看 命题 3.4.) 

证 明 任意 取 五 "(M) 的 一 组 基 {5,…,56,,}. 根据 定理 2.12. 
有 对 侦 基 {而 ,… ,7s,,} 使 得 P(&i, 坝 ) = 63j. 以 4 = (aik) 记 相 交 形 
式 己 在 基 {&1,…,&p,,} 下 的 矩阵 ，win = PE 以 B= (oo) 记 
基 变 换 矩 阵 ， 万 = bus 于 是 


6i; = Pi 万) = = 2 byP (Ei Ek) = 2 aigbky, 
人 


即 4B 是 单位 矩阵 ， 4, B 都 是 整数 矩阵， 所 以 det4 = 土 1. 口 
推论 2.17 稚 十 2 维 可 定向 流 形 AM 的 Euler 示 性 数 x(M) 是 侦 
数 . 
证 明 Betti 数 By = B,_y,. 它们 对 示 性 数 x(MM) = >- 1)? 
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的 贡献 相同 .所 以 
X(AT) 三 Do2k+l mod2. 


我 们 来 证 明 Bzk+l 是 偶数 . 

设 {6，…,Epowny} 是 互 ” (M) 的 一 组 基 ， 设 4 = (aij), ou = 
E65) ), 是 M 的 相交 形式 P 在 这 组 基 下 的 抢 阵 , 由 于 P 是 反 称 
的 ，AT = -4. 所 以 det4 = det4T = det(-A) = (-1)szx+idet4. 但 是 
PP 是 么 模 的 ，detA = +1. 于 是 (Das+: = 1, 可 见 gok+1 是 偶数 ， 

口 

不 可 定向 的 流 形 不 一 定 有 这 个 性 质 , 例如 射影 平面 的 x(RP?) = 


习题 2.12 设 M 是 连通 的 7 维 流 形 . 已 知 H7(M) 兰 2 He(M) 闫 
2 有 (AM)s 兰 Ga Pi(M)S 兰 GB2Za. 试 由 此 得 出 关于 M 的 上 同调 群 
和 上 同调 环 的 尽量 多 的 信息 . 

习题 2.13 设 M 是 连通 的 3 维 流 形 ， 试 证 明 : 

(1) 着 M 可 定向 是 所 (M) =0, 则 MM 与 53 有 相同 的 同调 和 群 . 

(2) 若 M 不 可 定向 ， 则 本 (MM) 为 无 限 群 . 

习题 2.14 设 5 是 气 格 为 9 的 可 定向 闭 曲 面 , 则 存在 映射 
j :5g 一 Sn 使 degf 关 0 的 充分 必要 条 件 是 gh. 

习题 2.15 设 M,NN 为 连通 的 n 维 流 形 ，/ :M 一 和 N. 

(1) 若 M,N 都 可 定向 ， 且 deg 卫 关 0, 则 Bo(M) > Bs(N), 对 所 
有 的 q. 

(2) 若 f 冯 0: Hi(M; 2Z2) 一 Ha(N; 22), 问 当 0<gq<n 时 ， 
Ha(M1; 22) 与 i (N; 2Z2) 有 什么 关系 ? 

习题 2.16 设 M,N 都 是 连通 的 n 维 胞 腔 流 形 ， MM 可 定向 ， 
NN 不 可 定向 . 和 J :A 一 是 喘 射 . 证 明 


f: =0: Ih(M; 2Z2) 一 Hn(N; 2Z,). 
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83 交 积 , 相交 数 


3.1 交 积 
定义 3.1 设 M 是 有 向 的 n 维 流 形 . 我们 定义 一 个 双 线 性 对 应 
Cn-p(DM) x Cn_a(M)— On,_(p+a) (Sd M), 


称 为 DM 的 链 与 M 的 链 之 间 的 交 积 , 规定 如 下 对 于 任意 Ds? € 
人 Msn" € M, 


Deles" := 1(sP*, sr 9) 


= x [s™-9 : 如 91] .… [tp+1 : sp]8"~afn -1... fpt1ar. 


tn—q—1,..., tpt+1 
注意 ， 维 数 的 规则 是 余 维 相 加 . 
命题 3.1 链 的 交 积 的 边缘 公式 是 
B(aeb) = (-1)(0a) eb+ae (0b), a€e Os(DM), be Gao M). 
因而 链 的 交 积 诱导 出 同调 的 交 积 
Hn_p(M) x Hn M)— Hn (p40 (M). 
证 明 我 们 只 需 在 链 的 水 平 上 证 明 ， 对 于 任意 的 两 个 胞 腔 Ds? 
与 s" 9? 有 0(Ds?@ s"-4) = (-14(Dsp) sm"-4 十 DsP?e (0sn-9). 计算 
得 
O(Ds? esn-) = OI(sP", "1) 交 积 的 定义 
= (1)"-p-qT(gsp*,sn-9) 十 I(sP*,Os"-9) 边缘 公式 1.10 
二 (—1)"-?-q Si ; SP]T(tP+1*， sm-9) 


tp 二 1 


83 交 积 ,相交 数 217 


+1(s?*, 9s" 9) 用 关联 系数 写 出 
= (—1)"-?-4 > : 5P]@tz+lesn-9 
tp+! 
+Ds? e (Os"-1) 交 积 的 定义 
= (一 1])? 》 四 oz : 外 如 +] 习 如 +1e sn 一 4 
tp 十 1 
+Ds? e (0s™-9) 命题 2.4 


= (—1)(0Ds?)® s"- 1 + Ds? ee (05 4). 
从 边缘 公式 到 同调 交 积 
Hn_p(DM) x Hn_a(M)— H,_(p+0) (Sd M) 


是 明显 的 ， 再 把 这 几 个 不 同胞 腔 训 分 的 同调 群 等 同 起 来 . 口 
定理 3.2 交 积 是 上 积 的 对 偶 ， 对 于 有 向 的 ” 维 流 形 M, 有 


D(£)e。 D(n) =é€~D(n = DE —7n), 对 于 é,n€ H*(M). 
即 下 面 的 图 表 是 交换 的 : 
H?(M) x HM) —~ H?+(M) 
"| 。 中- bs 
Hn_p(M) x Hn_o(M) 一 = Hn_(p+o(M). 


证 明 在 链 的 水 平 上 ， 命 题 1.9 告诉 我 们 ， 对 于 cp € C?(Sd M) 
与 an_g €E Cn_y(Af), 有 


D(Sd#c?)@ an_g = I(Sd#c?, ah) = cp ~ Sd#an_o. 
在 同调 的 水 平 上 ， 链 喘 射 Sd# 和 Sd# 都 诱导 恒 同 自 同 构 ， 所 以 
D(é) ey=€~Yy, €€ H?(M), yE Hn-a(M). 


于 是 
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DesDWW) = 一 DO) =€ ~ (7 ~ [M)) 
=(€—7) ~ [IM]= DG 一 人 D 


推论 3.3 ”对 于 有 向 的 n 维 流 形 M, 下 同调 在 交 积 运算 下 构成 
一 个 环 ， 称 为 M 的 交 环 . 交 积 的 单位 元 是 [M] e H,(M). 交 环 同 构 
于 上 同调 环 . 口 


3.2 相交 数 


定义 3.2 设 M 是 有 向 的 n 维 流 形 . 我 们 定义 一 个 双 线性 对 应 
H,(M) x H.(M)— 2, 
称 为 下 同调 类 之 间 的 相交 数 , 规定 为 : 
LYy= (ce Ze)Y), 

其 中 ce Ho%(M) 是 上 同调 环 的 单位 元 , 注意 ， 根 据 第 二 章 第 4 节 
Kronecker 积 的 定义 ， 只 有 当 z,y 的 维 数 互补 即 |z|+|y|=n 时 ，zv 
才 可 能 不 等 于 0; 否则 z.y = 0. 

与 交 积 一 样 , 相交 数 也 可 以 先 在 链 的 水 平 上 来 定义 : 如 果 p+q = 
n, DM 上 的 pb 维 链 与 M 上 的 q 维 链 的 相交 数 等 于 它们 的 交 链 的 系 
数 和 ， 其 几何 意义 是 ， 交 点 的 代数 个 数 . 

命题 3.4 设 zye 万.(AM) 分 别 是 &,ne€ HH*(M) 在 Poincaré 对 
偶 同 构 下 的 像 即 > = Dé&, y = Dn. 则 


TY = (€,9) = (€ — "7, [lM)), 


证 明 取 定 理 3.2 的 式 子 ， 用 e € Ho(M) 去 做 Kronecker 积 ， 
就 得 到 本 命题 的 第 一 个 式 子 . 第 二 个 式 子 来 自 第 一 个 式 子 及 上 积 的 
交换 律 。 (注意 只 有 当 |z| = 路 ly| = 上 时 ， zy 才 可 能 不 等 
于 0.) 口 
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推论 3.5 对 于 有 向 n 维 流 形 M, 互补 维 数 的 下 同调 群 之 间 的 
相交 数 是 对 偶 配 对 ， 确切 地 说 ， 双 线性 对 应 


HA(M) x Hn_sdM)— 2 
是 对 偶 配 对 ， 当 系数 是 域 时 ， 也 有 相应 的 结果 . 
证 明 沿用 命题 3.4 的 记号 ， 
TYy= (€— 7,[M))= P(é,n). 


然后 用 定理 2.12. 口 
相交 数 在 微分 拓扑 学 中 的 表现 形式 如 下 ， 我 们 不 去 证 明 它 了 . 
定理 3.6 设 M,X,Y 分 别 是 n,p,g 维 的 有 向 光滑 流 形 ，p + = 

n, 并 取 好 了 与 流 形 定向 相 协 合 的 局 部 坐标 系 . 设 1 :六 一 M 与 

9g :Y 一 M 是 光滑 上 映射. 假定 只 有 有 限 多 个 (x,y) Ee X xY 满足 

jz) = g(), 设 为 (zi 加) (zhyh), 并 设 在 这 些 点 ， 从 fg 的 局 部 

坐标 表达 式 得 到 的 矩阵 


Orl Ozp oO Ovya 
Jry) := : : : : 
Of Of go .Dgn 
Oz1 Orp Oyi Ovya 


部 非 退 化 ， 其 行列 式 的 正 负 号 记 作 e(zy)y. 则 ([X]) € Hp(M) 与 
gx([ 症 ) e Ha(MM) 的 相交 数 


大 
FX) gl] elon 一 
t==1 


例 3.1 环 面 上 的 相交 数 . 我 们 沿用 例 2.1 中 的 记号 .那么 根据 
命题 3.4， 


la]: 0] = D(A): [6] = (6,6) = 1, 
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lb]. la] = -D(a]) = 一 (oa) = -1, 


并 且 [a]:[a]= 0:[6]=0. 

例 3.2 计算 双环 面 的 整数 系数 的 交 环 及 上 同调 环 . 

我 们 沿用 第 四 章 例 3.2 中 的 记号 ， 那 么 根据 图 4.4 的 左 图 可 以 
直接 读 出 相交 数 


[oj [6]=1, [ai]:[le]=[6]:[b]=0 Vi, 
[ai]: [ay] = [ea]: [by] = bi] :lb =0, Viz#i. 
根据 推论 3.3, 得 到 1 维 上 同调 类 的 上 积 : 


[ai] — (8;] = —[8i] — [oj] = 6i;ld], 
[ai] ~— [a;] = [8;] — (8;] = 0. 


习题 3.1 计算 可 定向 闭 曲 面 的 整数 系数 的 交 环 及 上 同调 环 . 
习题 3.2 计算 不 可 定向 闭 曲 面 的 模 2 系数 的 交 环 及 上 同调 环 . 
思考 题 3.3 计算 不 可 定向 闭 曲面 的 整数 系数 的 上 同调 环 ，( 提 

示 : 利用 不 同系 数 的 上 同调 环 之 间 的 同 态 H*(M) 一 H*(M; 22). ) 
习题 3.4 计算 双环 面 与 Klein 沽 的 上 积 长 度 和 哮 数 . 


3.3 转移 同 态 


设 M 是 m 维 有 向 流 形 ，N 是 n 维 有 向 流 形 . 设 :AM 一 六 是 
喘 射 ， 通过 Poincaré 对 偶 同 构 Dr 与 Dn, f 所 诱导 的 同 态 f 与 f* 
决定 了 转移 同 态 (transfer) f! = DN!of.oDu : Hm™™*(M) — H"*-*(N) 
与 有 = DMmof*oDN! :Hn_:(N) 一 Hm-:(M). 我 们 有 下 面 的 交换 图 
玫 : 

H(M) ££ H,(N) Er*(M) < H*(N) 


ol |: pls ole 


Hm-*(M) —£~ H"-*(N) He(M) at Hs(N) 
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注意 ， 当 M 与 N 维 数 不 同 时 ， 转 移 同 态 不 是 保持 同调 类 的 维 数 ， 
而 是 保持 余 维 数 . 

在 下 同调 ， 如 果 说 诱导 同 态 六 : H,(M) 一 了.(N) 表示 M 中 的 
图 形 在 映射 了 下 的 像 ， 那 么 转移 同 态 用: Hn-_.(N) 一 Hm-*(M) 表 
示 N 中 的 图 形 在 映射 f 下 的 逆 像 ， 而 在 上 同调 ， 如 果 说 诱导 同 态 
fr:H*(N) 一 H*(M) 表示 NN 中 的 测度 被 映射 了 拉 回 到 MM 上 ,那么 
转移 同 态 户 : H™*(M) 一 H"*(NN) 表示 M 中 的 测度 被 映射 了 推 
出 到 N 上 . 

命题 3.7 在 相交 数 这 种 对 偶 配对 之 下 ， 下 同调 的 转移 同 态 h: 
HH.(N) 一 及 (M) 与 诱导 同 态 f : 有 (MM) 一 也.(N) 互相 对 偶 ， 即 对 
于 任意 的 ze H,(M) 和 weH,(N), 有 


f(y) :7 =Y: fr(7). 
或 者 说 ， 图 表 
H*(M) x EM) 一 ~ 2 
| | | 
H*(N) x H.(N) 一 ~ 2 


是 交换 的 . 
证 明 设 y= Dw(n),neEH*(N). 则 


f(y) z= JDN(N :T= Dmf* (nN) :7 卢 的 定义 
= 人 ( 广 (四 hz) 二 (nm, fx(Z)) = yf(Z)， 命题 3.4 口 


命题 3.8 下 回调 的 转移 同 态 fi 保持 交 积 ， 是 交 环 的 同 态 ， 即 
对 于 任意 的 y,y E 1,(N), 有 


f(yey)= fi(y) oe f(y). 
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证 明 这 是 hi 的 定义 和 本 章 定理 3.2 的 直接 推论 . 口 


$4 Lefschetz 不 动 点 定理 


本 节 中 , 名 无 特别 声明 , 上 下 同调 的 系数 群 都 是 有 理 数 域 Q. 我 
们 将 把 如 (XiQ) 和 H*(X;Q@) 简写 作 HH,(X) 和 H*(X), 等 等 . 


4.1 积 流 形 上 的 交 积 


没 M,N 分 别 是 m 维和 维 的 有 向 流 形 ， 记 Poincaré 对 侦 同 


构 为 
Dx = 一 [M] : H*(M) 一 Hn_:(M), 


DN = 一 [N] : H*(N) = Hn_,(N), 
Dmxw =~ [M x N] : H*(M x N) = Hmnin_s(M x N). 


命题 4.1 对 于 te€EH*(M),neEH*(N), 有 
DuaxN(é€ xn) = -LI™-ID) (Daré) x (Dwn). 


证 明 在 的 每 个 维 数 的 上 同调 群 各 取 一 组 基 , 拼 成 H*(M) 的 
基 {6&i}. 类 似 地 取 玉 *(N) 的 基 {nh}. Kineth 定理 告诉 我 们 {&; x 7m;} 
是 H*(M x N) 的 基 . 我 们 只 需 验 证 这 组 基 与 待 证 的 等 式 左右 两 边 
的 Kronecker 积 相 等 . 
(&i x mm, (€ x 7) ~ ([M] x [NJ)) 

= ((&i x 1%) — (€ x m), [M] x [N])) 上 积 与 卡 积 对 偶 

= (—1)léliwl((é; — €) x (0 一 四 [AM] x [N]) 第 四 章 定理 5.9 

= (—1)éliwl(é — €, [MI]) (ms; — 7, [N)) 

= (—1)lél("7InD (i, € ~ [M])(n;,7 ~ [N)) 理由 见 后 

= (—1)Kél(" nD)(é; x 1, (€ ~ [MY) x (n ~ [N))). 


其 中 倒数 第 二 个 等 号 的 理由 是 ， 当 |nm| + 上 | 去 mn 时 两 侧 都 是 0， 口 
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命题 4.2 对 于 a,z EH(M),b,ye H(N) ,在 总 (AM xN) 中 有 
(a xb)e (zxy)=(-1)"-ID" D(a 0 x) x(be2). 
从 而 
(axb): (zxy) = -DMs(a. z)( 2 
证 明 设 4a= Dua,z= Dmé,b= DNB,y= Dyn. 则 
(a xX b) . (zx Xx y) 一 (DAra XxX DNB) . (DArE Xx DNn) 
= (一 1)leiltitisllyiDiyxn(a x 6B)e DMxN(E xn) 命题 4.1 
= (—1)lllitlélly Dix ny((a x B) — (€ x n)) 定理 3.2 


= (一 1)lelleI+ISIlyI+IIEIDArxw((a 一 上 x (8B 一 n)) 第 四 章 定理 5.9 
一 (~—1)!ellol+léllyl+ lBlisl+ (lol+lél)(n—IBI—In)) 


‘ Dur(a — €) x DNn(B—n) 命题 4.1 
= (—1)lSInl( Dyae Dué) x (DnBe DNn) 定理 3.2 
= (-D)lelnl(ge 2) x (bey). 

命题 的 第 二 个 等 式 是 第 一 个 等 式 的 推论 . 0 


4.2 对 角 线 同调 类 


设 M 是 有 向 的 n 维 流 形 . 
没 {zi} 是 由 各 维 数 的 Hy(MM) 的 基 拼 成 的 五.(M) 的 一 组 基 . 设 
{z} 是 在 相交 数 下 的 对 偶 基 ， 即 


上 


没 zi = DM&i, z= DM&. 则 {&} 是 H*(M) 的 一 组 基 ， 从 命题 3.4 
知道 {&!} 是 在 上 积 下 的 对 偶 基 ， 


(Co rt 3 [AT]) < 61。 
命题 4.3 设 A:M 一 AMxM 是 对 角 线 映 射 ， 则 
A.[M] = >_(—Dllledly, XW 人 Xs 
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证 明 ”Kiinneth 定理 告诉 我 们 {&; x 刀 } 是 H*(M x M) 的 基 ， 
而 上 下 同调 之 间 的 Kronecker 积 又 是 对 偶 配 对 .计算 这 组 基 与 待 证 
的 第 一 个 等 号 两 边 的 Kronecker 积 : 


(&i x 6 Ax[M]) = (A*(é&; x 6&7), [771]) 


= (& — &, [M]) 上 积 的 定义 
= Ti: 2) = 6ij) 命题 3.4 
人 x €, > Yk x m) 
k 


= 》 (—Dllekl(é;, zh) (és, zr) 
大 
= D(xllekl (gs “Th) (2 zk) 命题 3.4 


k 
= DC—Dleellekltlenlls G6; = 6ij.， 命题 3.4 
k 


所 以 命题 的 第 一 个 等 号 成 立 . 

第 二 个 等 号 是 因为 如 果 记 zf = (Dillsilzi, 则 {z 人 是 {zx 人) 在 
相交 数 下 的 对 偶 基 . (根据 命题 3.4 容易 验算 21 .zx = 5i;.) 再 用 已 
证 的 第 一 个 等 号 于 基 {z 分 . 0D 


4.3 有 向 流 形 上 的 不 动 点 


设 M 是 有 向 的 n 维 流 形 ，f : M 一 M 是 映射 ， 定义 一 个 映射 
TT:M 一 MxM 为 T(z) = (f(z),z). 则 荆 = (f xid)oA. 于 是 下 面 
的 图 表 交 换 : 


H,(M x M) 


i | wx 


H,(M) -全 H,(M x M) 
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我 们 要 计算 相交 数 A,[M]. 荆 [M]. 图 5.11 告诉 我 们 ， 交 集 A(MD) n 
(MM) 其 实 就 代表 了 喘 射 的 不 动 点 集 . 


图 5.11 对 角 线 与 图 像 的 交点 


取 五.(M) 的 基 {zi}. 设 同调 同 态 六 : 8,(M) 一 及 (AM 的 矩阵 
是 已 = (Fix), 即 f(zi) = 2 km- 以 {zt} 记 {i} 在 相交 数 下 的 对 
偶 基 . 


A [NM] : TM] =A:A (fF x id), A[M] 
= (DD x ox) ， (u x id)， Dz 活 3 命题 4.3 
大 i 


= (llehl(gh x zk) (Fri xzg) 
i,k 


= 》 (lrlleklp, (zh x wn): (zs x 1!) 


4 6 

= (—1)l*xllzsltlerllesl F, (zh ‘Ts) (Tk L!) 命题 4.2 
tks 

皇 (一 TIeelleel+Iekllzs|+lzkllzsl Fy Bro Op 命题 3.4 
Lk,s 


= D(C- Dl lrillriltleilleil pF = D> (—D™p. 


1 
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由 于 线性 映射 的 矩阵 的 迹 与 基 的 选取 无 关 ， 我 们 得 到 
命题 4.4 设 M 是 有 向 n 维 流 形 ，f :M 一 M 是 映射 ， 任意 
选取 Hj(M) 中 的 基 ， 设 :本 (M) 一 Hi(M) 的 矩阵 是 RO. 则 


As[M]: TIM] = >_(—1)%tr FI®. 


上 式 右 边 的 整数 称 为 映射 1 : M 一 M 的 Lefschetz 数 , 记 作 (7). 
口 
当 f=id:M 一 M 时 , 我 们 有 下 面 的 推论 ， 因而 在 微分 拓扑 学 
中 常 把 Euler 示 性 数 定义 为 对 角 线 的 自 相 交 数 ， 
推论 4.5 设 M 是 有 向 流 形 ，A:M 一 MxaM 是 对 和 角 线 映 
射 . 则 
Ax[M].A:LM] = L(id) = x(M), 


这 里 x(M) 是 M 的 Euler 示 性 数 . 口 

定理 4.6 (有 向 流 形 的 Lefschetz 不 动 点 定理 ) 设 单纯 复 形 M 
是 有 向 n 维 流 形 ， 了: M 一 M 是 映射 如果 Lefschetz 数 工 (用 关 0， 
则 f 必 有 不 动 点 ， 即 存在 ze M, 使 得 f(z) = z. 

证 明 设 f 没有 不 动 点 ,我 们 来 证 明 工 (f) = Ay[M]: Ti[M]=0. 

这 时 ， 在 M x M 中 看 ， 的 图 像 (M) 与 对 角 线 A(M) 不 相 
交 . 设 d 是 M 上 的 度量 ， 由 于 M 是 紧 的 ，T(M) 与 A(M) 之 间 的 
距离 6 > 0. 

不 妨 设 M 的 单 形 的 直径 都 小 于 5/8, 否则 我 们 可 以 对 M 作 和 多 
次 重心 重 分 来 达到 这 个 要 求 。 (因为 根据 思考 题 2.3, 重心 重 分 后 仍 
是 流 形 , ) 于 是 乘积 复 形 M x M 的 胞 腔 的 直径 都 小 于 56/4; 对 侦 复 形 
D(M x M) = 人 DM x 人 DM 的 胞 腔 的 直径 都 小 于 6/2. 考虑 MxM 的 
子 复 形 上 := USExEil sxt 与 RON) 相交 } 和 DM x 人 DM 的 子 复 形 
K := U{s x Dt| Ds x 人 Dt 与 A(M) 相交 }. 则 |L| 与 |K| 之 间 的 距 
离 大 于 5/4, 它们 不 会 相交 . 
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由 于 PCM) c |Zl, 所 以 映射 M 一 MxM 可 以 分 解 为 M 一 工 一 
Mx M. 于 是 同调 类 T,[M] 有 一 个 代表 闭 链 ze Zu(D) c 2Z(M x M). 
类 似 地 , 同调 类 A,[M] 有 一 个 代表 闭 链 w € Zn(K) c Zn(DMxDM). 
根据 定义 3.1, 既然 |L| 与 |K| 不 相交 , 在 链 的 水 平 上 应 该 有 wez = 0. 
所 以 在 同调 的 水 平 上 有 AlMd .PDM =0. OD 


4.4 多 面体 的 Lefschetz 不 动 点 定理 


定理 4.6 可 以 推广 到 多 面体 去 . 
定义 4.1 设 KK 是 有 限 单纯 复 形 ，f :K 一 是 映射 任意 选 
取 Ho(K) 中 的 基 ， 设 所 :Hy(K) 一 Hu(K) 的 矩阵 是 9)., 整数 


L(f):= > (—1)?tr FOO) 


称 为 映射 了 ; K -KK 的 Lefschetz 数 . 

定理 4.7 ( 紧 多 面体 的 Lefschetz 不 动 点 定理 ) 设 KK 是 有 限 单 
纯 复 形 ， f : |K| 一 |K| 是 映射 如果 Lefschetz 数 (用 半 0, 则 了 必 
有 不 动 点 ， 邑 存在 re |K| 使 得 f(z) = x. 

我 们 需要 利用 一 个 事实 ， 

事实 4.8 任意 一 个 紧 多 面体 都 是 某 个 有 向 光滑 流 形 的 收缩 核 , 
换 名 话说， 对 于 任意 一 个 有 限 单纯 复 形 K, 一 定 存 在 一 个 有 向 光滑 
流 形 M, 一 个 借入 上 映射: K 一 M 和 一 个 收缩 映射 p: M 一 KK, 使 得 


pov= idg. 


注 记 4.9 单纯 复 形 K 总 可 以 看 成 是 安放 在 某 个 欧 几 里 得 空间 

R" 中 的 子 多 面体 , 并且 是 其 某 个 闭 邻 域 W 的 收缩 核 . 适当 缩小 W， 

可 以 要 求 它 是 R* 中 的 有 光滑 边界 的 闭 区 域 ， 所 以 是 有 向 的 n 维 带 

边 光滑 流 形 ， 取 W 的 两 个 拷贝 Wi 和 W-, 把 它们 沿边 缘 粘 合 ， 得 

到 一 个 有 向 的 ” 维 光滑 流 形 M. 这 MM 以 W 为 收缩 核 (可 以 把 M 
“ 压 凯 ”成 WW), 但 W 以 及 为 收缩 核 ， 因 而 M 也 以 KK 为 收缩 核 . 
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定理 4.7 的 证 明 根据 事实 4.8 和 2.1, 存在 一 个 单纯 复 形 M, 一 
个 向 入 映射 ,: K 一 M 和 一 个 收缩 映射 p: M 一 ,并且 M 是 有 向 
流 形 . 明显 地 ，f :KK 一 及 有 不 动 点 当 且 仅 当 g:= wofop:M 一 MM 
有 不 动 点 ， 根据 定理 4.6, 我 们 只 需要 证 明 L(f) = 工 (9)， 

取 好 Hy(K) 与 Hy(M) 中 的 基 . 设 :Ho(K) 一 Ho(K) 的 矩阵 
是 Fo, gs : Hy(M) 一 Ha(M) 的 矩阵 是 G9, i: Ho(K) 一 Ha(M) 的 
矩阵 是 4, ps : Ha(M) 一 Ha(K) 的 矩阵 是 BY. 由 于 g=4ofop， 
有 GO = 4 FB(. 矩阵 的 迹 有 交换 性 ， 所 以 


trG() 二 二 (4(O FYI BY 二 tr BY (A(W FD)) 
=tr(BDAD FD = tr FQ®. 


(最 后 那个 等 号 是 因为 po4 = idx 蕴涵 B24 是 单位 矩阵 . ) 对 于 
维 数 4 求 交错 和 ， 即 得 L(g) = 工 (用 一 
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本 节 的 目的 是 把 胞 腔 流 形 的 概念 相对 化 ， 利 用 对 偶 剖 分 来 得 到 
一 些 涉及 相对 同调 群 的 对 偶 定理 . 


5.1 相对 胞 腔 流 形 的 定义 


定义 5.1 正则 胞 腔 复 形 偶 (M, 4) 称 为 相对 n 维 胞 腔 流 形 , 如 
果 对 于 M - 4 的 每 一 个 q 维 胞 腔 s%, 它 的 环绕 复 形 包 (s?) 同 胚 于 
n 一 g 一 1 维 球面 S" 一 ?一 !. 

显然 ， 这 时 M - 4 的 每 个 n 一 1 维 胞 腔 s": 恰 是 两 个 nn 维 胞 
腔 的 面 . 

与 命题 2.2 一 样 ， 我 们 有 

命题 5.1 设 (M4) 是 相对 维 胞 腔 流 形 ， 则 |M 一 4| 是 n 维 
拓扑 流 形 . 口 
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设 (M, 4) 是 相对 维 胞 腔 流 形 ， 这 时 在 整个 M 上 ， 对 偶 块 分 
解 D2(MM) 不 能 构成 |M| 的 正则 胞 腔 剖 分 ,但 是 在 M- 4 上 ， 对 偶 块 
仍 能 给 出 正则 胞 腔 剖 分 . 

命题 5.2 设 (M,4) 是 相对 维 胞 腔 流 形 ， 则 

(1) DPD(M -4) := {|D(s)| | se M -4} 是 多 面体 |D(M - 4)| 的 
正则 胞 腔 放 分， 称 为 M - 4 的 对 偶 复 形 . 与 gq 维 胞 腔 ss Ee M 一 4 对 
应 的 对 偶 胞 腔 | 呈 (s59| 是 n 一 gq 维 胞 腔 ， 仍 记 作 D(s9). 

若 M 的 子 复 形 B > 4, 则 (MB) 也 是 相对 维 胞 腔 流 形 ， 并 
且 对 偶 复 形 D(M - B) 是 对 偶 复 形 D(M - 4) 的 子 复 形 . 

(2) 3 一 4) 的 重心 重 分 Sd(D(M - 4)) 是 单纯 复 形 Sd M 的 
子 单纯 复 形 ， 只 是 作为 有 序 单纯 复 形 ， 顶 点 的 顺序 与 在 Sd M 中 的 
顺序 恰好 相反 . 

若 ZCM-4 是 M 的 子 复 形 ， 则 还 有 

(3) (D5(M 一 4),D(M 一 4- 荆 )) 也 是 相对 nn 维 胞 腔 流 形 . 

(4) D(N) = D(M -4) -DM 4- 工 ) 在 相对 维 胞 腔 流 形 
(D9(M 一 4),D(M - 4 一 工 )) 中 的 对 偶 复 形 就 是 工 . 

证 明 与 命题 2.3 的 证 明 相同 . 口 


5.2 相对 胞 腔 流 形 的 定向 


定义 5.2 相对 维 胞 腔 流 形 (M, 4) 称 为 可 定向 的 , 如 果 M-4 

的 全 体 ” 维 胞 腔 可 以 这 样 来 选取 定向 ， 使 得 每 两 个 相 邻 的 n 维 胞 
腔 在 其 公共 的 n 一 1 维 面 上 诱导 相反 的 定向 ， 也 就 是 说 使 得 z" := 
>。 _s” 是 (M, 4) 的 相对 闭 链 ; 否则 M 称 为 不 可 定向 的 . 满足 上 


snrEM—A 

述 要 求 的 一 组 协 合 的 定向 ， 称 为 (M, 4) 的 一 个 定向 ; 取 定 了 定向 的 

(M, 4) 称 为 有 向 相对 流 形 . z* € 20M,4) 称 为 (M, 4) 的 定向 闭 链 ， 

它 的 同调 类 记 作 [M, 4] € H(M, 4), 称 为 (M, 4) 的 定向 类 或 基本 类 . 
当 (MM, 4) 是 有 向 的 相对 n 维 胞 腔 流 形 时 ， 与 命题 2.4 一 样 ， 我 
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们 有 : 
命题 5.3 设 (M, 4) 是 有 向 的 相对 n 维 胞 腔 流 形 . 设 %% 是 M-A4 
中 的 9 维 有 向 胞 腔 . 在 M - 4 的 对 偶 复 形 D(M - 4) 上， ss 的 对 
偶 胞 腔 93(s9) 的 定向 链 规定 为 
Ds = >》 ， [in : £271] .tt :89] 如 .如 +189. 

tn ta+1 
对 侦 胞 腔 之 间 的 关联 系数 是 

[Ds : Dst1] = (一 1)" 一 2[s9+1 : s9]. 站 | 


推论 5.4 在 命题 5.2 中 ， 如 果 (M, 4) 是 有 向 的 相对 n 维 胞 腔 
流 形 , 则 (2(M--4, 0-4- 站 ) 也 是 有 向 的 相对 n 维 胞 腔 流 形 . 

证 明 D(M 一 4) -DD(M 一 4 一 工 ) 中 全 体 ” 维 有 向 胞 腔 之 和 
2 在 SdM 上 看 应 该 等 于 Sdsn = Sd > 的 落 


smEAT 一 4 
在 3(0M-4-3OM-4- 站 中 的 部 分 . 它 的 边缘 落 在 Sd (QQM-4 一 站 ) 
中 ， 口 
5.3 Lefschetz 对 偶 定 理 
与 Poincaré 对 偶 定 理 相 对 应 的 定理 是 
定理 5.5 (Lefschetz 对 偶 定 理 ) 设 (M4) 是 有 向 的 相对 n 维 


流 形 ， 则 存在 同 构 D : Hr(M, 4) 一 Ha_a(M -4), 对 任意 9. 它 与 卡 
积 一 : He(M,4) x Ha(M,4) 一 Hn_a(M) 的 关系 是 


hnD(E) = 一 EM4， 对 于 上 ee HY(M,A), 
其 中 J:M-4 一 M 是 含 人 映射， 换 句 话说 ， 有 交换 图 表 
He(M 4) -二 -BOM-4) 


| 


Hn-a(M) 
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证 明 根据 命题 1.16, |D(M 一 4)| 是 |M-4| 的 形变 收缩 核 . 而 根 
据 命题 5.2, D(M 一 4) 是 其 正则 胞 腔 前 分 . 所 以 我 们 可 以 把 定理 结论 
中 的 五 (M4) 与 H*(M 一 4A) 换 成 五 (D(M-A4)) 与 H*(D(M A)). 
上 链 群 C7(M, 4) 的 基 是 {s* | se M 一 4}. 考虑 链 群 的 同 构 
Ca(M, A) = Cn-a(D(M — A)), 
人 外 5， 对 于 M 一 和 的 胞 腔 s?， 


与 Poincaré 对 偶 定 理 2.5 的 证 明 中 完全 一 样 ,可 以 证 明 D 把 Za(M,4) 
与 Be(M, 4) 分 别 映 成 Z4_a(D(M 一 4)) 与 Ba-o(D(M 一 4)), 因而 诱 
导出 同 构 D: Hi(M, 4) = Hn_a(D(M — A)). 

为 看 清 这 同 构 与 卡 积 的 关系 ， 我 们 把 链 群 的 同 构 D 用 有 序 单 
纯 复 形 SdM 上 的 卡 积 写 出 来 . 含 入 映射 了 : D(M -4) 一 SdM 
是 胞 腔 映射 ， 它 诱导 链 映射 各 : C(D(M 一 4)) 一 C:(Sd M), 使 得 
诸 D(s39*) = 庚 Ds9 = (s2*,z"). 因此 对 于 co e C9?(Sd MSd 4), 有 


计 D(Sd#c?) = I(Sd# en, z") = c? ~ Sdy#2", 
后 面 那 个 等 号 是 根据 命题 1.9. 这 是 Sd M 上 的 链 的 等 式 ， 卡 积 是 
C%(Sd M, Sd A) x Cn(Sd M, Sd A) — C,_a(Sd M). 


过 渡 到 同调 去 , 链 映 射 Sd# 和 Sd# 都 诱导 恒 同 自 同 构 , 所 以 j,D(&) = 
é€ ~ [M, 4]. 口 


5.4 Alexander 对 偶 定 理 


定理 5.6 (Alexander 对 偶 定 理 ) 设 (M, 4) 是 有 向 的 相对 % 维 
流 形 ， (站 ) 是 M 的 子 复 形 偶 ， 满 足 条 件 M 2 K 2 工 2 4. 则 对 
任意 9 存在 辐 购 


D: HK,L) 2 Ha_oM -LM-K). 


232 第 五 章 流 形 


证 明 既然 M DK 有 DLD 4, 当 然 有 有 K-L=(M-L)-(M-K). 
所 以 D(K - 工 =D(M 一 L) 一 D(CM 一 K). 根据 命题 5.2(1), 我 们 有 正 
则 胞 腔 复 形 偶 (2(M - 工 ),D(M 一 天 )). 

相对 上 链 群 Cz( 开 ,Z) 的 基 是 {s4* | se K 一 工 ); 相对 下 链 群 
Cn-a(D(M 一 ,DD(M 一 KK)) 的 基 是 {Ds | s4 € K 一 芽 }. 考虑 链 群 的 
同 构 


D:C(K,L) CrodD(M- DDM-K), sDsY, 


对 于 所 有 4 维 胞 腔 se K 一 工 . 根据 命题 5.3, 像 定 理 2.5 的 证 明 中 一 
样 ， 对 于 (K, 工 ) 的 任意 g 维 上 链 y4, 有 


0D(Y) = (-1)"™D(6Y"). 


于 是 万 把 Za(K,Z) 与 Be( 开 ,分别 映 成 Zi_s(D(M-L),D(M-K)) 
与 Bo( DOM 一 了 ,DD(M -天 )), 因而 诱导 出 同 构 D : 鼠 ( 开 了) 一 
Hn_a(D(M 一 万 ,四 (M — K)). 

考虑 含 入 映射 (D5(M 一 了 ,DD(M -RK)) 一 (M -LM 一 KK). 命题 
1.16 告诉 我 们 |D(M 一 世 )| 和 |D(M 一 K)| 分 别 是 IM-LI 和 |M 一 K| 
的 形变 收缩 核 ， 所 以 这 含 入 映射 诱导 同调 同 构 . 口 


5.5 球面 的 Alexander 对 偶 定 理 


定理 5.7 (Alexander) 设 nn 维 胞 腔 流 形 M 是 球面 8S" 的 正则 胞 
腔 训 分 . 设 K 是 M 的 子 复 形 ， 则 


有 4(K) 兰 所 _1-o(S" 一 K)， 对 所 有 的 9. 
证 明 设 P 是 KK 的 一 个 顶点 .根据 定理 5.6， 


HI(K,P) 关 Hn_s(M 一 PM--K)， 对 所 有 的 人. 
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我 们 知道 Ha(K, P) = 万 "(K). 另 一 方面 , 由 于 M -了 同 胚 于 n 维 欧 
几 里 得 空间 ， 瓦 (M - P) = 0, 所 以 从 空间 偶 (M - PM 一 太 ) 的 简 
约 同调 序列 得 知 Hi_s(M 一 PM-K) HoM -KK). 口 
习题 5.1 证 明 : 不 可 定向 的 闭 曲 面 不 能 嵌入 53 作为 子 复 形 . 
思考 题 5.2 第 一 章 的 引 理 5.7 与 推论 5.8, 和 上 面 的 定理 5.7 有 
什么 联系 和 区 别 ?” 能 不 能 借鉴 第 一 章 的 方法 来 证 明定 理 5.7, 甚至 得 
到 更 强 的 结论 ? 
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6.1 带 边 胞 腔 流 形 的 定义 


定义 6.1 正则 胞 腔 复 形 M 称 为 ” 维 带 边 胞 腔 流 形 , 如 果 对 于 
M 的 每 一 个 4 维 胞 腔 s1, 它 的 环绕 复 形 9(s9) 或 者 同 胚 于 n 一 gq 一 1 
维 球面 5"-4-!, 或 者 同 胚 于 n 一 g 一 1 维 实心 球 D" 一 

后 一 种 胞 腔 组 成 M 的 子 集合 ， 称 为 M 的 边缘 , 记 作 8M. 我 们 
即将 证 明 它 是 M 的 子 复 形 . 

参看 图 5.12, 其 中 对 于 9M 中 的 胞 腔 s, D2(s) 表示 s 在 M 中 的 
对 偶 块 ,而 Dals) 表示 它 在 9M 中 的 对 偶 块 . 读者 可 与 以 前 的 图 5.4 
对 照 . 


Do(so) Deals?) Dols!) 


网 5.12 流 形 边缘 上 的 胞 腔 
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命题 6.1 设 M 是 n 维 带 边 胞 腔 流 形 ， 则 

(1) 多 面体 |M| 是 mn 维 带 边 拓扑 流 形 ， 以 |9M| 为 边缘 . 

(2) 9M 是 M 的 子 复 形 . 

(3) (M,9M) 是 mn 维 相对 胞 腔 流 形 . 

(4 9M 是 一 个 mn 一 1 维 胞 腔 流 形 . 

证 明 (1) 根据 命题 1.12, 星 形 |G(s)| 组 成 |M| 的 开 履 盖 . 设 s 
是 4 维 胞 腔 . 

如 果 se M 一 8M, 与 命题 2.2 的 证 明 中 一 样 ， 复 形 

G(s) = Sdé*D(s) SE S14 S41 S71, 

于 是 

IS(s)|=|6(s) — 6(s)| =|3* 6(s) — ©(s)| S|8* 5"! 一 5" 


同 胚 于 5S*-! 上 去 掉 了 底 的 开 锥 形 ， 因 而 同 胚 于 m” 维 欧 氏 空间 . 
设 z € s € 90M. 根据 定理 1.1 后 面 的 注 记 1.2, 不 妨 认 为 z = 5. 
根据 命题 1.14, 命题 1.13(3) 和 例 1.3, 复 形 


G(s) = Sd3*D(s) 兰 549-1*# D1 oe Dn-1， 
于 是 
IS(s)| =|6(s) - 6(s)| = 18* 6(s) — 6(s)| S|3* Dr 一 Dr- 


同 胚 于 D" ?上 去 控 了 底 的 开 锥 形 , 因而 同 胚 于 n 维 欧 氏 半空 间 R?; 
而 且 z= 处 在 如 的 边缘 上 . 

(2) 从 (1) 看 出 ，19M| 是 MI 的 闭 子 集 ， 而 9M 又 是 由 M 的 
一 部 分 胞 腔 组 成 的 ， 因 而 9M 是 M 的 子 复 形 . 

(3) 直接 从 相对 胞 腔 流 形 的 定义 ， 

(4) 设 s 是 9M 中 的 q 维 胞 腔 ， 我 们 需要 证 明 s 在 9M 中 的 环 
绕 复 形 

Da(s) = D(s) NSdOM 
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同 胚 于 5" 一 一?. 

记 W = | 上 (s)| 既然 WW 关 D071 以 B 记 W 的 边缘 即 W 
中 相应 于 5*-7? C D"-47! 的 部 分 ,考虑 任意 点 zx € s = |Sds| 和 
WE W. 在 统 联 分 解 式 (命题 1.14) 


5(s) = Sd5* 人 DO(s) 


中 ， 考 虑 从 z 到 w 的 开 线 段 Zw c 1Sd 引 *W. 

当 we B 时，5w 在 锥 形 |Sd 引 *W 的 边缘 上 ， 有 同 胚 于 Ri 的 
邻 域 ， 于 是 从 (1) 有 zclSdoM, 从 (2) 可 见 welSdoM|. 

当 weE W 一 B 时，#w 在 锥 形 |Sd 引 *W 的 内 部 ， 有 邻 域 同 胚 
于 R", 于 是 从 (1) 有 wcClSdM 一 Sd9M|. 这 说 明 wg ilSdaMl, 因 
为 否则 ， 根 据 (2), 在 子 复 形 Sd 9M 里 一 定 有 zw C Sd 6M|. 

以 上 的 分 析 告 诉 我 们 B= WnlSd9M|= |Da(s)|. 于 是 写 a(s) 同 
胚 于 S"*-4-2. 口 

n 维 带 边 胞 腔 流 形 的 背景 是 ， 紧 的 n 维 带 边 微分 流 形 都 有 这 样 
的 单纯 剂 分 . 

定义 6.2 带 边 胞 腔 流 形 M 的 定向 , 就 是 指 相对 胞 腔 流 形 (MM 
9M) 的 定向 . 

习题 6.1 试 证 明 :n 维 可 定向 带 边 流 形 的 边缘 , 必 是 可 定向 的 
n 一 1 维 流 形 . 


6.2 带 边 流 形 的 Lefschetz 对 偶 定 理 


定理 6.2 (Lefschetz 对 偶 定理 ) 设 M 是 有 向 的 n 维 带 边 流 
形 ， 则 存在 同 构 D : Hi(M,0M) 一 Hn-a(M), 对 任意 gq. 它 与 卡 积 
一 : HY(M,OM) x Hn(M,90M) 一 Hn-_a(M) 的 关系 是 


D(S) =£~[M,0M],， 对 于 € HY(M,OM). 


换 句 话说 ， 有 交换 图 表 
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H(M,OM) -全 >- Hn_a(M) 


TS 


一 [M, aM ~、 人 人、 


Hn_a(M) 


证 明 记 4 = 0M. 我 们 采用 定理 5.5 证 明 中 的 记号 . 

在 定理 5.5 的 基础 上 ， 我 们 只 需要 进一步 证 明 : 含 入 映射 j: 
M 一 4 一 M 是 同 伦 等 价 , 因而 在 同调 与 上 同调 都 诱导 同 构 . 记 Bs = 
3 -4 其 中 4 是 4 的 4-1 维 骨架 . 则 D(M-A4)= Bn Cc 
Bn-_1C.…C BC Bo= DU), 而 且 已 知 Bn 是 M -4 的 形变 收缩 
核 ，|Bo| = |Sd MI. 因此 我 们 只 需要 证 明 : 对 任意 g, Bari 是 Bo 的 

对 于 4 的 任意 4 维 胞 腔 s, 全 (s) 与 Bo+i 的 交 是 D(s). 根据 带 边 
流 形 的 定义 ， 人 (s) 是 个 n 一 gq 一 1 维 实心 球 ， 以 它 为 底 的 锥 形 万 (5) 
可 以 塌 缩 成 它 ， 对 4 的 每 个 g 维 胞 腔 都 这 样 做 ， 就 把 Bo 形变 收缩 
成 Bo 了 . 口 

思考 题 6.2 没 M,N 分 别 是 m,n 维 的 胞 腔 流 形 ， 至 少 有 一 个 
带 边 . 证 明 : M x N 是 m+n 维 带 边 胞 腔 流 形 ， 并 且 


oO(M x N)= (OM x N)U(M x ON). 


6.3 流 形 的 配 边 问题 


什么 样 的 n 维 流 形 是 n+1 维 带 边 流 形 的 边缘 ?什么 样 的 n 维 
可 定向 流 形 是 n+ 1 维 可 害 向 带 边 流 形 的 边缘 ?这 是 拓扑 学 中 著名 
的 配 边 问 题 ， 法 国 数学 家 R. Thom 曾 以 其 配 边 理论 获得 1954 年 的 
Fields 奖 . 我们 介绍 一 些 初等 的 事实 . 

从 闭 曲 面 的 分 类 我 们 知道 ， 每 个 可 定向 的 闭 曲 面 都 是 3 维 流 形 
的 边缘 .不 可 定向 的 闭 曲 面 妇 何 昵 ? 

定理 6.3 设 ” 维 流 形 M 是 n+1 维 带 边 流 形 W 的 边缘 . 则 
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Euler 示 性 数 x(M) 是 偶数 . 
证 明 当 是 奇数 时 ， 第 三 章 推论 5.6 告诉 我 们 x(M) = 0. 现 
在 考虑 n 是 偶数 的 情形 . 
Euler 示 性 数 有 “计数 性 质 ?: 对 于 有 限 胞 腔 复 形 X 的 任意 子 复 
形 4, B, 有 
Xx(AUB)+x(4NB)= x(A) + x(B). 


这 是 因为 ， 若 以 ao(X) 记 X 中 gq 维 胞 腔 的 个 数 ， 则 
X(X) = >_(-1)ag(X), 


a 
而 ae 本 来 就 是 计数 ， os(4UB)+as(4NB)= ag(A) + aa(B). 
现在 取 W 的 两 个 拷贝 Wi 和 W-_, 把 它们 沿边 缘 粘 合 ， 得 到 一 
个 n+1 维 流 形 W', 称 为 W 的 双 层 (double). 于 是 Wi UW = WW， 
Wi NW =6W = M. 所 以 


X(W’) +x(M) = x(W+4) +x(W-) = 2x(W). 


由 于 W' 是 奇数 维 流 形 ， x(W') = 0, 我 们 得 到 x(M) = 2x(W).， 口 

例 6.1 试 证 明 ， 射 影 平面 RP? 不 是 3 维 流 形 的 边缘 ， 但 是 
Klein 瓶 及 却 是 的 . 

例 6.2 偶数 维 实 射影 空间 RPX* 和 复 射 影 空 间 CP2 都 不 是 
高 一 维 流 形 的 边缘 . 

下 面 介绍 有 向 流 形 的 一 个 重要 不 变量 . 

定义 6.3 设 MM 是 有 向 和 的 维 流 形 . 根据 本 章 定理 2.13, 实 系数 
相交 形式 

P: 1M; R) x HX(M: R= R 


是 非 退化 的 对 称 双 线性 形式 P(w,v), 或 二 次 形式 Pl(v,v). P 的 正 负 
特征 值 的 个 数 分 别 记 作 bx 与 B53 它们 的 和 等 于 Betti 数 Bzx(M)， 
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因为 己 非 退化 . 它们 的 差 称 为 有 向 流 形 M 的 符号 差 (signature), 记 
作 o(M) = Bi -Ba 

如 果 有 向 流 形 M 的 维 数 不 是 4 的 倍数 ， 规 定 o(M) = 0. 

例如 复 射影 空间 CP2 ( 按 通常 的 定向 ) 的 符号 差 是 1. 

思考 题 6.3 设 M,N 都 是 有 向 流 形 (不 要 求 连通 ， 维 数 也 不 一 
定 要 是 4 的 倍数 ). 试 证 明 ; 

(ct-M) = -ao(M), 这里-M 是 把 MY 的 定向 反 转 所 得 的 有 向 
流 形 . 

(2) o(M UN)= 0o(M)+o(N). 

(3) o(M x N) = o(M):o(N). 

习题 6.4 设 M 是 有 向 流 形 . 试 证 明 o(M) 兰 X(M) mod 2. 

符号 差 与 配 边 问 题 的 关系 表现 在 

定理 6.4 (Thom) 设伏 维 有 向 流 形 M 是 4+1 维 有 向 带 边 流 
形 W 的 边缘 . 则 M 的 符号 差 o(M) = 0. 

证 明 下 面 所 写 的 同调 群 与 上 同调 群 都 是 实数 系数 的 ， 它 们 的 
秩 是 指 它们 作为 实 系数 线性 空间 的 维 数 . 

含 入 映射 i : M 一 W 诱导 同 态 i* : HX(W) 一 HX(M), 记 
U= md. 

(1) 对 久 = 江 (w) EU, 有 Plwu,w) = 0. 因为 

Pu = (Cv) — E(w),[M) = (wvw — w), [IM]) 
= (w — ww,ir[M]) = 0. 
(2) 图 表 


HR(W)——— HX(M) ~ Ht+!(W, M) 


|- [WwW, M] -| [M] =|- [W, M] 


Hzrri(W, M) ——» Hop(M) 一 汪 Hopri(W) 
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的 右面 那个 方块 是 交换 的 (请 验证 ). 因此 
rkimi* = rk ker 6* = rk keri,. 


男 一 方面 ， 由 于 江 与 说 是 对 偶 的 线性 映射 ， rkcokeri* = rk keri,. 
所 以 
rk HR(M)= rkimi* +rkcokeri* = 2rkU. 

(3) 记 V= HX(M). 二 次 形式 P(v,v) 的 正 负 特征 值 分 别 决定 线 
性 子 空间 V+ 和 V-, 使 得 P 在 其 上 分 别 是 正定 和 负 定 的 ，P 在 线 
性 子 空间 UV 上 恒 为 0, 所 以 Y+n =0, 因 而 rkV++rkU <rkV. 同 
理 rkVY- +rkV<rkkyv. 但 是 PP 非 退 化 ， 所 以 rkV++rkV~ =rkV. 
于 是 zkV+ =rkV- =rkU, 即 PP 的 符号 差 是 0. 口 


6.4 微分 流 形 的 配 边 理论 简介 


这 个 理论 始 于 Pontrjagin (1947), 当时 称 为 内 蕴 同 调 论 (intrinsic 
homology), 与 示 性 类 (characteristic classes) 关系 密切 . 在 Thom (1954) 
手 里 趋 于 成 熟 ， 称 为 配 边 理论 (cobordism theory). 以 后 得 到 多 方面 
的 推广 和 应 用 ， 成 为 代数 拓扑 学 与 微分 拓扑 学 的 重要 理论 和 工具 ， 
我 们 只 限于 介绍 几 个 基本 概念 . 

下 面 说 的 流 形 ， 无 论 是 无 边 的 还 是 带 边 的 ， 都 是 指 紧 的 微分 流 
形 . 

定义 6.4 ”两 个 有 向 的 n 维 流 形 M7?, MZ 称 为 有 向 配 边 的 , 记 
作 MP? ~ M3, 如 果 存 在 n+1 维 有 向 带 边 流 形 W"+!, 其 边缘 af?+1 
保 向 同 胚 于 M? U(-M3). 流 形 W"+! 称 为 MP 与 M3 之 间 的 一 个 
配 边 . 当 M3 是 空 流 形 时 ， 我 们 说 M7? 配 边 于 0. 

这 在 nn 维 有 向 流 形 之 间 定义 了 一 个 等 价 关 系 . 反 身 性 ， M* ~ 
M". 因为 M"U(-M") 保 向 同 胚 于 柱 形 M" x 了 的 边缘 对称 性 : 
如 果 9W”™+! = MP?U(-M3), 则 9(-W"+t!) = M3 U(-M?)， 传 
递 性 ， 如 果 80"+1 = Mr? U(-M3) 且 yn+l = M3 U(-M3), 把 
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Utl 与 V+tl 沿 公 共 的 M3 粘 合 成 一 个 有 向 流 形 W"™+!1, 其 边缘 
BIT?+1 = Mr U (~—M?). 

定义 6.5 以 [M"] 记 M" 的 有 向 配 边 等 价 类 . 这 些 等 价 类 的 集 
合 记 作 8&4. 在 Qn 中 定义 加 法 运算 ， 


[MY] + [M2] := [MY U M2] 


是 不 交 并 的 等 价 类 ,这样 Qn 成 为 Abel 群 ， 其 零 元 素 恰 是 配 边 于 0 
的 流 形 的 等 价 类 .， 9n 称 为 n 维 流 形 的 (有 向 ) 配 边 群 . 
分 次 群 


中 可 以 定义 乘法 运算 ， 
LMm].[Nn] := [M™ x Nn] 


是 乘积 流 形 的 等 价 类 . 这 样 Q, 成 为 交换 的 、 有 单位 的 分 次 环 . 交 搞 
性 是 因为 M™ x N" ~ (1)™N" x M™. 单位 元 是 Qo 中 以 单 点 空间 
pt ( 取 正 定向 ) 为 代表 的 等 价 类 . Q, 称 为 流 形 的 (有 向 ) 配 边 环 . 

我 们 也 可 以 不 考虑 定向 ， 得 到 无 向 配 边 概 念 : 

定义 6.6 两 个 n 维 流 形 (不 要 求 可 定向 ) MY， M2 称 为 无 向 配 
边 的 , 记 作 MT ~。M3, 如 果 存 在 郊 + 1 维 带 边 流 形 W"+!1, 其 边缘 
9W"+1 同 胚 于 Mr U Mx. 

定义 6.7 以 [Ms 记 M" 的 无 向 配 边 等 价 类 这些 等 价 类 的 
集合 记 作 9 在 gr 中 定义 加 法 运算 ，[MP?]z + [M2]z := [MP UM3]; 
是 不 交 并 的 等 价 类 .这样 RM 成 为 Abel 群 ， 其 零 元 素 恰 是 nn 十 1 维 
流 形 的 边缘 组 成 的 等 价 类 ， % 称 为 n 维 流 形 的 无 向 配 边 群 . 

分 次 群 


oo 
J PD 


n=0 


*86 带 边 流 形 ， Lefschetz 对 偶 定理 。 241 


中 可 以 定义 乘法 运算 ， [M"™]z: [N"]z := [M™ x N"]s 是 乘积 流 形 的 
等 价 类 ， 这 样 多, 成 为 交换 的 、 有 单位 的 分 次 环 ， MN, 称 为 流 形 的 
无 向 配 边 环 . 

显然 2: [M"]2o = 0, 因为 M*U Mr" 同 胚 于 柱 形 M" x 了 的 边缘 . 
所 以 MN 是 域 2。 上 的 代数 . 

定理 6.3, 6.4 以 及 习题 6.3 给 我 们 环 同 态 


X mod2 : MN, — 2, 0 :0 2. 


思考 题 6.5 试 证 明 : 
0 Z (pt )， 1 =0,， f=0, 
Mo = Zo(pt), M1 = 0,， M2 = Z2(RP’), 


括号 中 是 生成 元 . 

经 过 Thom, Dold, Milnor, Wall 等 人 的 努力 ， 配 边 环 Q, 与 % 
的 结构 到 1960 年 就 已 经 摘 清楚 . 

定理 6.5 环 NM, 是 多 项 式 环 Za[zazayz5,z6,z8,Z9，…， -], 对 于 每 
个 形状 不 是 27 - 1 的 维 数 n 有 一 个 生成 元 zn. 

环 Q. 有 子 环 0 := @Bnbin 使 得 Q 有 直 和 分 解 Qn = 5 @ 工 ,， 
Tn 是 9 中 所 有 有 限 阶 元 素 组 成 的 子 群 ， 它 们 都 是 有 限 群 并 且 每 个 
元 素 都 是 2 阶 的 . 9 是 多 项 式 环 2Z[z4, zs, z12, z16,…], 对 于 每 个 形 
如 n= 4k 的 维 数 有 一 个 生成 元 zak. 

环 NN 与 0Q; 的 生成 元 都 已 具体 构 作出 来 . 

环 MM, 的 偶数 维 的 生成 元 zak 是 实 射影 空间 RP*, 奇数 维 的 生 
成 元 都 是 可 定向 的 流 形 . 

环 0， 的 生成 元 ax, 当 4 = 2p 一 2 (p 是 奇 素数 ) 时 可 以 取 成 复 
射影 空间 CPX*. 但 是 例如 zi6 就 不 能 取 成 CPs. 

环 8, 有 一 组 生成 元 , 除了 包含 Q. 中 的 这 些 以 外 ， 其 余 的 都 是 
奇数 维 的 流 形 . 
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以 7 :9 一 MW 记 自 然 同 态 ， 把 7[M] 记 作 [Mjz. 可 以 定义 一 个 
同 态 0: 9 一 Qn-1, 使 得 下 面 的 序列 正 合 : 


ES 
还 有 一 些 有 趣 的 关系 ， 例 如 r[CP*] = [RP**], 即 
CP2 ~ RP’ x RP2K. 
几 个 低 维 的 有 向 配 边 群 : 


Q0=2, WU=Q=0s=0, =2ZL, Ws=2Z2, oe= 7=0. 


*87 子 流 形 , Thom 同 构 定 理 
在 示 性 类 理论 中 起 着 重要 作用 的 Thom 同 构 定理 、 Thom 上 同 
调 类 、 Euler 上 同调 类 等 概念 ， 我 们 将 从 对 偶 训 分 的 角度 来 介绍 . 
7.1 Thom 类 和 Thom 同 构 定理 


定理 7.1 (Thom 同 构 定理 ) 设 (M, 4) 是 n+k 维 的 有 向 相对 流 
形 . 设 ND 44 是 M 的 子 复 形 , 使 (N,4) 是 nn 维 的 有 向 相对 流 形 . 则 
存在 同 构 7T* : HY(N 一 4) 一 HK(M 一 4,M 一 NN), 称 为 Thom 同 构 . 
单位 元 1e HON 一 4A) 在 7T* 下 的 像 7:=T*(1)e HI(M 一 A,M-—N) 
称 为 N 一 4 在 M 一 4 中 的 Thom 上 同调 类 ,简称 Thom 类 . 

以 7 了 :NN 一 4A 一 MM 一 4 记 含 入 映射 , 则 


T*(j*€) =€ —7, 对 于 ce 万 (AM — A), 
这 里 的 上 积 是 


—:Hi(M—A)xH*(M—A,M-N)— Ht(M -A,M—N). 
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证 明 (1) 根据 命题 1.16, |Du(M - 4)| 是 空间 |M - 4| 的 形变 
收缩 核 ，|Dx(M 一 入 )| 是 |M -NN| 的 形变 收缩 核 ， 又 根据 命题 5.2， 
(Dx(M 一 4),Dx(M 一 入 )) 是 正则 胞 腔 复 形 偶 , 所 以 我 们 可 以 把 定理 
结论 中 的 空间 偶 (|M -4|, 1M -NN|) 换 成 正则 胞 腔 复 形 偶 (Dw(M - 
4),DM(M 一 入 )). 为 记号 简单 起 见 ， 下 面 以 (M1', B') 记 这 个 胞 腔 复 
形 偶 . 同样 地 ，|Dw(N -4)| 是 IN 一 4| 的 形变 收缩 核 ,定理 结论 中 
的 空间 |N - 4| 可 以 换 成 正则 胞 腔 复 形 Dw(N - 4), 简 记 为 N'. 应 
该 注意 的 是 ，N' 并 不 是 M' 的 子 复 形 . 

(2) 相对 链 群 Cn-a(N, 4) 的 基 是 {s"-4 | sn e N -- 4}. 考虑 相 
对 链 群 的 同 构 

Dr : CtE(M', B) 一 On_o(N, A), (四 Msn-9)* co sq, 
DN :CIUN’) 一 Cn,_a(N, A), (Ds)* ro sr-d. 
定义 上 链 群 的 同 构 T# := (-1)*%Dy-1o DW， 
O(N’') 一 Ctt(M', B'), 
T# : 

a 上 (一 1)ka( 人 Msn2 一 2)*. 

T# 的 几何 意义 是 明显 的 ， 它 把 N' 中 的 胞 腔 只 ws"-? (看 作 上 链 ) 映 
成 M' 中 的 胞 腔 Dws*-9 (看 作 上 链 ). 

从 命题 5.3 可 见 T# 与 上 边缘 运算 是 交换 的 ， 5 oT# = T# o6. 

因而 T# 诱导 出 上 同调 群 的 同 构 
T* :HI(N’) 一 H+*(M', B'). 


Thom 类 7 的 代表 上 闭 链 是 v := T#(e) = Oe) 

(3) 现在 来 证 明 上 积 表 示 式 T*(j*€) = € 一 7. 上 链 的 上 积 在 有 
序 单纯 复 形 SdM 上 计算 ， SdN' 与 SdM' 都 是 它 的 子 复 形 . 

设 re H*(M',B') 与 ee) 的 代表 上 闭 链 分 别 是 ve 
Z*(M',B') 与 z € Zi(M'). 根据 引 理 1.6 ( 它 也 适用 于 正则 胞 腔 复 形 
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偶 ), 存在 上 闭 链 坪 e 2Z*(SdM',SdB') 与 2 € 2Z4(SdM1') 使 得 Sd 说 = 
了， Sd# 1 一 人， 


这 样 ， 7* 在 N' 中 的 代表 上 闭 链 是 Sd#j#5, 而 上 《一 7 = 
(-Dsar 一 在 (M',B') 中 的 代表 上 闭 链 是 (-1)%Sd#(z 一 可. 
我 们 来 证 明 T#(Sd##j#z) = (一 1)*9Sd# (i 一 补 ， 由 于 (一 1)*9T# : 
(DNs"0)* mm (Dms"-9)*, 我 们 只 需 证 明 对 任意 的 s"-*eN- 4 有 


(Sd##( — 5), DM 7 三 《Sd 务 7 幸亏 加 Nsn 9) 
计算 如 下 ， 


左 方 = 全 一 丈 Bd De Ea 


= ( 、 一 元 ， [th pt le lt dt ss aR] 
tntk, .tn—at+l 


,和 HR .各 -+1 Br) 
SdM’ 


二 > 均 ， > [in . tk 一 1] [in+1 : t"] 
tnEAf 一 4 


tnt+k,... tnt+] 
. fn+k RS re) 
SdM’ 
[如 ， 1 bh Ci : s™-q] 


(a 


tn-l,.. ,tnatl 


N he ee i 
SdM'! 


等 号 之 后 的 第 一 个 Kronecker 积 等 于 (a, SdM Dat") = (Sd#, Dart”) 
= (uw, 人 DMt"). 根据 久 的 定义 ， 当 如 EN 一 A 时 这 Kronecker 积 是 1. 
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否则 是 0. 于 是 继续 刚才 的 计算 : 


左 方 = 2 人 


trEN—A bn-1l, .tn -atl 


人 5" 9] 


.fn... es) 
SdM!’ 


= (5, j#Sd¥ DNS" 0) om = (i#5, SdY Dys 


一 右 方 . 


"gan 


证 毕 . 口 
在 大 流 形 中 包含 一 个 子 流 形 的 情形 ， Thom 同 构 定 理 可 以 换个 
推论 7.2 设 M 是 有 向 的 n+k 维 流 形 ， 子 复 形 N C M 是 有 

向 的 n 维 流 形 ， 则 有 交换 图 表 


HA(N) ~ H+tk(M,M—N) 
|> 
Hatk(M) 

这 里 h:N 一 M 与 j:M 一 (M,M 一 NN) 都 是 含 入 映射 . 

因此 ，7*(7) s H*(M) 是 hIN]E Hn(M) 在 MM 中 的 Poincaré 对 
偶 ， 简单 化 的 说 法 是 ， 子 流 形 的 Thom 类 (上 同调 类 ) 与 定向 类 (下 
同调 类 ) 在 大 流 形 中 互 为 Poincaré 对 侦 . 

证 明 在 图 表 

HI(N) - Fortk(M AM- N) 万 Hatt(M) 
一 LN]|s - [M,M —N] -~ [M] 


Hn-alN) — n-g(M) > Hn_a(M) 
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中 ,定理 7.1 证 明 中 的 (1) 告诉 我 们 左边 的 方块 是 交换 的 ， 右边 方 块 
的 交换 性 是 根据 卡 积 的 自然 性 ， 然 后 用 转移 同 态 h! 的 定义 . 口 


*7.2 Euler 类 


没 (M, 4) 是 有 向 的 相对 浆 + 大 维 流 形 ， 子 复 形 WC M -4 是 
有 向 的 半 维 流 形 . 设 re EM-N) 是 六 在 AM 中 的 Thom 类 . 

定义 7.1 以 :NN 一 (M,M - N) 记 含 入 映射 上 同调 类 
e:= (7) E HK(N) 称 为 N 在 M 中 的 Euler 类 . 

命题 7.3 如果 含 入 映射 :NN 一 M 同 伦 于 一 个 映射 f :NN 一 
M, 其 像 包含 于 M -NN 中 ， 则 Euler 类 e = 0. 

换 句 话说 ， Euler 类 e 可 以 看 成 是 把 NN 推 到 M - N 中 去 的 阻 
但 . 

证 明 ”这 时 含 入 映射 。: N 一 (M,M - N) 同 伦 于 一 个 映射 
9 :NN 一 (M,M 一 入), 这 9 可 以 分 解 为 N 一 (M -N,M--N) 一 
(M, MM 一 入 ). 所 以 在 上 同调 ，w* = 9* 可 以 分 解 为 H*(M,M - N) 一 
H*(M AN,M—N) = H*(N). 由 于 H*(M -AN,M -NN)=0, 所 以 
* 二 0, 因而 Euler 类 e= 0. 口 

命题 7.4 Euler 类 e=7T*-!1(T 一 7), 其 中 Tz€H*(M,M 一 N) 
是 Thom 类 ，T* 是 Thom 同 构 ， 上 积 是 

一 :ER M —N) x HE(M,M —N)— H*(M,M — N). 


证 明 含 和 映射: N 一 (M,M - N) 可 以 分 解 为 NM 一 
(M,M 一 入 ). 根据 Thom 同 构 定理 7.1, T*e = Tecer =j*7 一 T= 一 
7. 最 后 一 个 等 号 是 由 于 上 积 的 自然 性 ， 见 下 面 的 交换 图 表 : 


HK(M,M—N)x HI(M,M-N) 一 H*(M,M—N) 


| | | 


HI(M) xH*(M,M-N) — HX*(M,M-N) ODO 
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推论 7.5 若是 奇数 ， 则 2e = 0. 
证 明 根据 上 积 的 交换 性 ， T+ 一 7=(-1)*r 一 7. 口 
Euler 类 的 名 称 的 由 来 ， 是 后 面 的 推论 7.9. 


7.3 Gysin 序列 


设 (M, 4) 是 有 向 的 相对 n+ 维 流 形 ， 子 复 形 NCM--4 是 
有 向 的 nn 维 流 形 . 
定理 7.6 (Gysin) 设 是 M 的 形变 收缩 核 则 有 正 合 序列 


‘a HAM-N) = HAN) TE HON) < 1-10M-N) -一 


这 里 ee H*(N) 是 NN 在 MM 中 的 Euler 类， 同 态 p 与 o 的 定义 见 下 
面 的 证 明 中 . 

证 明 ”把 含 人 映射: N 一 (M,M - N) 分 解 为 YN 之 M 
(M, M 一 NN). 由 于 NN 是 M 的 形变 收缩 核 ，h 是 同 伦 等 价 . 考察 图 
表 


HM—N) < HIM) < HAM,M-N) + Hr-1(M—N) 


HUM—N) + HIN) HK(N) — Ho-1(M —N) 


第 一 行 是 空间 偶 (M, M - N) 的 上 同调 序列 , 第 二 行 是 Gysin 序列 ， 
T* 是 Thom 同 构 . 同 态 p 与 o 定义 得 使 左右 两 个 方块 交换 ， 即 
Pp :二 必 oh*-1 与 o :=T*-106*. 我 们 需要 证 明 中 间 那 个 方块 是 交换 
的 . 


设 7 €E HK(N). 根据 Thom 同 构 定理 7.1, 以 及 上 积 的 自然 性 
的 交换 图 表 
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Hk(M)xH*(M, M—N)~—~ H’(M,M —N) 


| 


Ht(M)x H*(M) HI(M) 
“| "| 
HK(N)x HK*(N) HY(N) 


我 们 有 


凡人 ly 一 T) 一 je 人 (hr 一 17、… 六 7) 


一 四 一 1rI17T 三 1 一 扩 T 王 7 一 6， 口 


7.4 对 角 线 的 Thom 类 


子 流 形 出 现 的 最 典型 的 情况 ， 是 乘积 中 的 对 角 线 .我 们 来 看 看 
这 时 的 Thom 类 是 什么 并 且 回 顾 一 下 与 Lefschetz 不 动 点 定理 以 及 
Euler 示 性 数 的 联系 . 

设 单纯 复 形 M 是 有 向 n 维 流 形 。 (例如 M 是 有 向 的 微分 流 
形 , 参看 事实 2.1.) 取 定 M 的 顶点 的 顺序 , 使 它 成 为 有 序 单纯 复 形 . 
根据 思考 题 2.7 与 2.4, 单纯 乘积 M※M 是 M x M 的 单纯 神 分 ， 又 
是 2n 维 流 形 ， 而 且 对 角 线 A(M) 是 它 的 单纯 子 复 形 . 于 是 对 角 线 
映射 A : M 一 M 兴 RM 满足 推论 7.2 中 对 含 入 映射 hn:N 一 M 所 加 
的 全 部 条 件 ， 由 此 得 到 

命题 7.7 设 单 纯 复 形 M 是 有 向 n 维 流 形 . 以 7 € H"*(M x 
M,M x M 一 A(M)) 记 对 角 线 A(M) 在 M x M 中 的 Thom 类 ， 以 
7 Mx M 一 (M x M,M x M 一 A(M)) 记 含 入 映射 则 六 (r) < 
H"(M x M) 是 As[M]E Hi,(M xM) 在 MxM 中 的 Poincaré 对 侦 . 


利用 这 个 命题 ,我 们 也 可 以 给 Lefschetz 不 动 点 定理 另外 一 个 证 
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明 . 

推论 7.8 (有 向 流 形 的 Lefschetz 不 动 点 定理 ) 沿用 命题 7.7 的 
假设 和 记号 . 

设 / : M 一 M 是 映射 ， 定 义 映射 卫 : M 一 MxM 为 T(z) = 
(jz)z), 则 Lefschetz 数 


L(f) = (2 (7), T,[M]) = (7, jx Ts [MI]). 


如 果 f : M 一 M 没有 不 动 点 ， 则 L(f) = 
证 明 根据 第 4 节 的 知识 ， 


L(f) = >》 (-1)trF = As[M] .PR 命题 4.4 


= (7°(7), TelM]) = (7, 7: Ts[M)). 命题 7.7 


如 果 f:M 一 M 没有 不 动 点 ， T(M) 就 与 A(M) 不 相交 ， 复 
合 映 射 MM x M 一 (M x M,M x M 一 A(M)) 就 可 以 分 解 为 
Mo (MxM-A(M), MxM-A(M)) =» (Mx M,M x M-A(M)). 
由 于 五 (MxM-A(M),MxM-A(M)) =0, 所 以 同调 同 态 ji,T, =0. 
因此 L(f) = 0. 口 

下 面 的 推论 说 明了 Euler 类 与 Euler 数 的 关系 ， 这 是 Euler 类 的 
名 称 的 来 历 . 

推论 7.9 设 单纯 复 形 M 是 有 向 n 维 流 形 ， 则 对 角 线 A(M) 在 
M x M 中 的 Euler 类 e 满足 (e, [A(M)]) = x(M), 其 中 x(M) 是 MM 
的 Euler 示 性 数 ， 

证 明 把 M 自然 地 等 同 于 A(M), 我 们 有 交换 图 表 


计 = 二 一 人 x 租 议 衣 


| 


A(M) —— (M x M,M x M -A(M)) 


了 
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于 是 | 
(e [A(M)]) = (2°(7), [M]) = (A*7°(7), IM]) 


= (7, AxlM]) = x(M). 
最 后 那个 等 号 来 自命 题 7.8 的 公式 ， 用 于 f = id : M 一 M, 因为 恒 
同 映射 的 Lefschetz 数 L(id) = x(M). 口 
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156, 159 
110, 189 


挠 系数 
找 子 群 


欧 几 里 得 空间 
欧 几 里 得 邻 域 
Pp 
Poincaré 对 偶 定 理 
mod2 形式 


Poincaré 对 侦 同 构 


Poincaré 多 项 式 
配 边 
配 边 环 
配 边 群 
Q 


切除 定理 
胞 腔 切除 定理 
切除 公理 
球面 
Alexander 对 侦 
胞 腔 剖 分 
同调 群 
有 向 球面 
球体 
奇异 单 彤 
边缘 
线性 的 
U- 小 的 
奇异 链 


208 


124, 146, 177 


239 
240, 241 
240 


71, 83 


奇异 链 复 形 
相对 的 
增 广 的 

奇异 上 链 复 形 
相对 的 
增 广 的 

奇异 上 同调 群 
简约 的 
相对 的 

奇异 同调 群 
道路 连通 支 分 解 
简约 的 
同 伦 不 变性 
拓扑 不 变性 
相对 的 

区 域 

区 域 不 变性 定理 

BR 


弦 同 调 群 
弱 同 伦 等 价 
弱 拓 扑 

S 


signature (符号 差 ) 
suspension ( 双 角 锥 ) 
三 元 组 

商 空 间 

商 映 射 

上 边缘 公式 


上 积 的 上 边缘 公式 
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张 量 积 的 上 边缘 公式 


259 


11, 68 
46, 69 
14, 68 


11, 68 


14, 68 


46, 69 


260 索引 


一 一 =- 


上 边缘 链 

上 边缘 算 子 

上 边缘 同 态 

上 闭 链 

上 积 
胞 腔 上 同调 的 上 积 
乘积 空间 中 的 上 积 
交换 性 
奇异 上 链 的 上 积 
上 边缘 公式 
相对 上 同调 的 上 积 
准 单纯 链 的 上 积 

上 积 长 度 

上 链 复 形 

上 链 群 

上 链 同 伦 

上 链 映 射 

上 同调 环 
环 面 的 
实 映射 空间 的 
双环 面 的 

上 同调 论 

上 同调 群 
胞 腔 上 同调 群 
链 复 形 的 上 同调 群 
奇异 上 同调 群 

射 
单位 射 
逆 

射影 空间 
复 射影 空间 
上 同调 环 


中 


153 
179 
154, 165 
159 
159 
182 
169 
184 
EA 
?7 
77 
77 
165 


169-170, 181 
172, 213 
170, 220 


82 

77 
108-109 
129 

79, 80 


同调 群 
实 射影 空间 
胞 腔 削 分 
上 同调 环 
同调 群 
准 单纯 前 分 
收缩 核 ， 收 缩 映射 
双 层 
双环 面 
上 同调 环 
准 单 纯 训 分 
双 角 锥 
双 角 锥 同 构 
双 线 性 


Thom 类 

Thom 同 构 

Thom 同 构 定 理 

transfer (转移 同 态 ) 

特征 映射 

贴 胞 腔 

贴 空间 

贴 映射 

同调 类 

同调 论 

同调 群 
胞 腔 同调 群 
简约 同调 群 
奇异 同调 群 
与 基本 群 的 关系 

同调 群 


44 
43 
118-119 
172, 213 
43, 118 
172 
31 
237 


170-171, 220 
170 
38 
40 
63 


103-104, 114 
14 

11, 68 

18 


单 点 空间 的 12 
环 面 的 42, 113, 118 
两 点 空间 的 14 
球面 的 30 
实 射 影 空间 的 43, 118-119 
同调 序列 23 
Gysin 序列 247 
空间 侦 的 同调 序列 47, 69 
Mayer-Vietoris 序列 27 
三 元 组 的 同调 序列 54 
映射 的 简约 同调 序 旋 39 
自然 性 24, 28, 49, 54, 69 
同 伦 不 变性 14, 49 
同 伦 公理 71, 73, 83 
同 伦 型 不 变性 15, 49 
同 态 群 74 
统 联 39, 200 
透镜 空间 42, 120 
投射 性 质 130 
拓扑 学 家 的 正弦 曲线 21 
图 上 追 猎 法 23 
W 
万 有 系数 定理 138 
纬 图 42 
维 数 公理 T7388 
五 引 理 24 
六 
相对 胞 腔 流 形 228-229 
相对 链 复 形 46, 69 


相对 Mayer-Vietoris 序 州 50 


相对 上 积 
相对 上 链 复 形 
相对 上 同调 
相对 同调 
相对 同 胚 
相交 数 

相交 形式 
线性 对 侦 
线性 奇异 单 形 
下 同调 模 
斜 积 

形变 收缩 核 ， 形 变 收缩 
星 形 


一 般 位 置 

映射 的 度 

映射 柱 

映射 锥 

有 向 胞 腔 

有 向 流 形 

有 向 球 面 

有 限 生 成 Abel 群 
2 分 量 
挠 子 群 
自由 部 分 

有 序 单纯 复 形 
保 序 单纯 映射 
单纯 乘积 

诱导 链 映射 
胞 腔 链 的 
单纯 链 的 
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182 
80 

80 
46, 69 
106 
218 
214 
88 

9, 112 
165 
150-152 
15 
199 


109 

32, 59 
38 

38 

58, 115 
207 

58 

122 

123 
123, 210 
123, 210 
113 

114 

204 


102 
112 
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奇异 链 的 11, 46, 68, 69 | 正则 邻 域 
诱导 上 链 映 射 79, 80 | 秩 , 2 秩 
诱导 上 同调 同 态 77, 79, 80 | 重心 重 分 
诱导 同调 同 态 6, 11, 46, 68, 69 重 分 映射 
yA 重心 坐标 
增 广 奇异 链 复 形 14, 68 li 
张 量 积 62, 63 
链 复 形 的 张 量 积 142 | 并 单纯 复 形 
链 映射 的 张 量 积 149 | 罕 的 机 分 
上 链 的 张 量 积 149 | 。 环 面 的 
上 同调 类 的 张 量 积 149 实 射影 空间 的 
同 态 的 张 量 积 62, 64 双环 面 的 
下 链 的 张 量 积 148 | 准 单 形 
下 同调 类 的 张 量 积 148 | 柱 形 链 
粘贴 空间 37 | 子 复 形 
正常 值 60 单纯 复 形 的 
正规 空间 37 | 自由 Abel 群 
正 合 性 公理 71, 73, 83 投射 性 质 
正 合 序列 22 张 量 积 
裂 正 合 的 25 | 自由 部 分 (Abel 群 的 ) 
正则 胞 腔 复 形 188 | 自由 链 复 形 


202 
122, 123 
19, 189 
191 
57 
220 
37 
168 


169 
172 


北京 大 学 出 版 社 数学 重点 教材 书目 


1. 北京 大 学 数学 教学 系列 丛书 


高 等 代数 简明 教程 (上 .下 ) (北京 市 精品 教材 ) 
(教育 部 “十 五 ”规划 教材 ) 

实 变 函 数 与 汉 函 分 析 ( 北 京 市 精品 教材 ) 

复 变 两 数 简明 教程 

复 分 析 导 引 (北京 市 精品 教材 ) 

同调 论 

歼 曼 几何 引 论 ( 上 下 有 册 ) 

金融 数学 引 论 


寿险 精算 基础 


偏 微分 方程 

二 阶 抛物 型 偏 微 人 分 方程 
概率 论 四 
生存 分 析 与 可 靠 性 际 家 天 
普通 统计 学 (北京 市 精品 教材 谢 衷 洁 
数字 信号 处 理 ( 北 京 市 精品 教材 ) 程 加 生 
抽样 调查 (北京 市 精品 教材 ) 
测度 论 与 概率 论 基 础 (北京 市 精品 教材 ) 
应 用 时 间 序列 分 析 ( 北 京 市 精品 教材 ) 
应 用 多 元 统计 分 析 


2. 大 学 生 基 础 课 教材 


定价 


- 册 )( 第 二 册 )( 第 三 册 ) 


数学 分 析 新 讲 (第 
数学 分 析 解 题 指 南 。 

高 等 数学 (上 下 及) (教育 部 “十 无 "国家 级 规划 孝 
材 ,教育 部 2002 优秀 教 付 :等 奖 ) 
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